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RBF: Radial Basis Function.

MQ: Multi Quadric.

IMQ: Inverse Multi Quadric.

Gauss: Gaussian.

W33: Wendland’C6.

rms: Root mean square.

Ω: Miền hình học.

Ξ: Tập các các tâm trong miền và trên biên Ω.

Ξint : Tập các tâm nằm trong miền Ω.

Ξζ : Bộ tâm gồm ξ và ζ . Ký hiệu: Ξζ = {ζ ,ξ1, ...,ξk} .

∂Ξ: Tập các tâm nằm trên biên ∂Ω.

ζ : Tâm thuộc Ξint .

ξ : Tâm địa phương của ζ và thuộc Ξ.

α: Góc giữa tia ζ ξi và tia ζ ξi+1.

α: Góc lớn nhất giữa tia ζ ξi và tia ζ ξi+1.

α: Góc nhỏ nhất giữa tia ζ ξi và tia ζ ξi+1.

µ: Tổng bình phương các góc αi.

g: Hàm trên biên.

f: Hàm vế phải đạo hàm.

w: véc tơ trọng số.

u: Nghiệm giải tích.

Rn: Không gian n chiều.

λ : Giá trị riêng của ma trận.

φ : Hàm cơ sở bán kính.
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LỜI MỞ ĐẦU

Nhiều hiện tượng khoa học và kỹ thuật dẫn đến các bài toán cần phải tính

xấp xỉ đạo hàm. Một trong các cách tính xấp xỉ đạo hàm là dựa trên nội suy

hàm số. Trong những năm gần đây, nhiều nhà khoa học sử dụng nội suy hàm cơ

sở bán kính (RBF-Radial Basis Function) [2] để giải các bài toán liên quan đến

đạo hàm.

Để tính xấp xỉ đạo hàm dựa trên nội suy RBF, người ta cần chọn được bộ

tâm nội suy. Hiện nay, có một số thuật toán chọn tâm thường được sử dụng,

xem [3] và các tài liệu tham khảo của nó. Với mỗi cách chọn tâm đều cho ta

chất lượng xấp xỉ đạo hàm riêng biệt. Trong khuôn khổ luận văn này, chúng tôi

chỉ xét trong trường hợp 2 chiều. Bởi vì trong trường hợp 1 chiều, nội suy RBF

không phát huy tác dụng.

Mục tiêu của luận văn tập trung vào việc chứng tỏ rằng:

• Trong trường hợp các tâm phân bố tương đối đều và hàm có độ dao động

ít thì ta có thể chọn k tâm gần nhất với 4 < k < 12. Trong trường hợp này

ta có thể chọn các tâm nằm trên 2 hình vành khuyên gần ζ nhất.

• Trong trường hợp các tâm phân bố phân tán và hàm có độ dao động mạnh

mà dùng bộ tâm Ξζ không theo cách chọn của thuật toán chọn tâm trong

[3] với số tâm xung quanh ζ là 6 thì có thể cho kết quả không tốt. Chẳng

hạn như nếu dùng bộ tâm Ξζ là 6 tâm gần ζ nhất thì có thể cho kết quả

không tốt hoặc các điểm nằm trên vành khuyên thứ nhất.

Vì vậy, khi dùng thuật toán chọn tâm, chúng tôi sẽ khảo sát xem chọn giá trị

tham số k trong thuật toán là bao nhiêu là đủ.

Nội dung luận văn bao gồm 3 chương: Chương 1, trình bày một số kiến thức

cơ sở liên quan đến luận văn; Chương 2, trình bày phương pháp tính xấp xỉ đạo
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hàm dựa vào hàm RBF; Chương 3, trình bày sự ảnh hưởng của bộ tâm đến độ

chính xác của xấp xỉ đạo hàm.

Do thời gian thực hiện luận văn không nhiều, kiến thức còn hạn chế nên khi

làm luận văn không tránh khỏi những hạn chế và sai sót. Tác giả mong nhận

được sự góp ý và những ý kiến phản biện của quý thầy cô và bạn đọc. Xin chân

thành cảm ơn!

Thái Nguyên, ngày tháng năm 2016

Lâm Văn Trì
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Chương 1

Kiến thức cơ sở

Trong chương này chúng tôi trình bày các kiến thức cơ sở liên quan đến luận

văn, bao gồm: Khái niệm bài toán nội suy; Nội suy dữ liệu phân tán; Nội suy

với hàm cơ sở bán kính; Khái niệm hàm xác định dương và ma trận xác định

dương; Sự ổn định của ma trận hệ số và cuối cùng là các khái niệm liên quan

đến đạo hàm.

1.1. Bài toán nội suy

Một trong các bài toán cơ bản của giải tính số là nội suy hàm số [1]. Bài toán

này thường gặp trong các trường hợp sau:

i. Cần phục hồi hàm số f (x) đối với mọi điểm x thuộc khoảng [a,b] nếu chỉ

biết giá trị của nó tại một số điểm x0,x1, ...,xn ∈ [a,b]. Những giá trị này thường

là các giá trị quan sát, hoặc đo đạc được.

ii. Khi hàm f (x) cho bởi công thức quá phức tạp chẳng hạn

f (x) =
x2∫

cos(x)

(x+ t)
3
2

et + sin(xt)
dt

và cần tính f (x)∀x ∈ [a,b]. Khi đó người ta tính gần đúng f (x) tại một số điểm

rồi xây dựng công thức nội suy để tính các giá trị khác.

iii. Ngoài ra, nội suy hàm số còn được sử dụng để xây dựng các công thức

tính đạo hàm, tính tích phân số hoặc tìm gần đúng nghiệm của phương trình.

Bài toán nội suy hàm một biến số được phát biểu như sau: Trên đoạn [a,b]

cho tập các điểm nút a ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ b và tại các điểm này cho các
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giá trị f (xi), i = 0, ...,n của hàm f (x). Cần xây dựng hàm g(x) dễ tính và trùng

với hàm f (x) tại các điểm nút trên tức là g(xi) = f (xi), i = 0, ...,n. Một số dạng

hàm g(x) thường được dùng để nội suy hàm số là

- Đa thức đại số.

- Hàm hữu tỉ tức là phân thức đại số.

- Đa thức lượng giác.

- Hàm Spline tức là hàm đa thức từng mẩu.

1.2. Nội suy dữ liệu phân tán trong không gian Rd

Cho bộ dữ liệu (xi,yi), i = 1,2, ...,n, xi ∈ Rd,yi ∈ R, trong đó xi là các vị trí

đo, yi là các kết quả tại vị trí đo. Cho B1,B2, ...,Bn là các hàm cơ sở của không

gian tuyến tính các hàm d biến liên tục [2, 3, 5, 9]. Ký hiệu

F = span{B1,B2, ...,Bn}=

{
n

∑
k=1

CkBk, Ck ∈ R

}
.

Bài toán nội suy là tìm hàm P f ∈ F sao cho

P f (xi) = yi, i = 1,2, ...,n. (1.2.1)

Vì P f ∈ F nên

P f (xi) =
n

∑
k=1

CkBk(x), x ∈ Rd, (1.2.2)

từ (1.2.1) và (1.2.2) ta có

AC = y, (1.2.3)

trong đó

A =


B1(x1) ... Bn(x1)

... ... ...

B1(xn) ... Bn(xn)

 . (1.2.4)
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C = (c1, ...,cn)
T , y = (y1, ...,yn)

T .

Hệ phương trình (1.2.3) và (1.2.4) có nghiệm duy nhất nếu det(A) 6= 0, câu hỏi

đặt ra là chọn cơ sở {B1,B2, ...,Bn} như thế nào để điều kiện trên được thỏa

mãn? Trong trường hợp này d = 1 thì ta có thể chọn cơ sở là

{B1,B2, ...,Bn}=
{

1,x,x2, ...,xn−1} .
Định lý 1.2.1. (Mairhuber Curtis) Giả sử rằng Ω⊂ Rd, d ≥ 2, chứa một điểm

trong. Khi đó không tồn tại không gian Haar của các hàm liên tục trên Ω

[2, 3, 5, 9].

Trong đó, không gian Haar được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.2.1. Cho Ω ⊂ Rd và F ⊂ C(Ω) là không gian tuyến tính hữu

hạn chiều có cơ sở là {B1,B2, ...,Bn}. Ta nói F là không gian Haar trên Ω nếu

det(A) 6= 0 với mọi bộ tâm phân biệt từng đôi một x1,x2, ...,xn trong Ω, trong

đó ma trận A được định nghĩa bởi (1.2.4) [9].

Sự tồn tại của không gian Haar đảm bảo tính khả nghịch của ma trận nội

suy, nghĩa là tồn tại duy nhất nghiệm của Bài toán nội suy (1.3.1). Không gian

các đa thức một biến bậc n−1 chính là không gian Haar n chiều với tập dữ liệu

(x j; y j), j = 1, ...,n; x j, y j ∈ R.

Định lý Mairhuber Curtis cho thấy rằng nếu muốn giải được bài toán nội suy

dữ liệu phân tán nhiều biến thì cơ sở cần phụ thuộc vào các vị trí dữ liệu. Để

thu được các không gian xấp xỉ phụ thuộc dữ liệu, chúng ta cần xét các hàm xác

định dương và ma trận xác định dương.
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1.3. Nội suy với hàm cơ sở bán kính

1.3.1. Hàm cơ sở bán kính

Định nghĩa 1.3.1. Một hàm φ : Rd → R được gọi là hàm cơ sở bán kính (RBF)

nếu ở đó tồn tại một hàm ϕ : [0,+∞)→ R sao cho

φ(x) = ϕ(||x||2),

trong đó ||x||2 là chuẩn Euclid [2, 3, 5, 9].

Tên hàm Viết tắt Định nghĩa
Multiquadric MQ φmq(r) =

√
1+ r2

Inverse multiquadric IMQ φimq(r) = 1/
√

1+ r2

Gaussian Gauss φg(r) = e−r2

Bảng 1.1: Một số hàm cơ sở bán kính dùng trong luận văn, trong đó r = ||x− xk||.

Vì hàm ϕ(x) vẫn là xác định dương khi r được nhân một số lớn hơn không,

nên một tham số hình dạng δ > 0 được đưa vào hàm φ và ta có Bảng 1.2 tương

ứng.

Tên hàm Viết tắt Định nghĩa
Multiquadric MQ φmq(r) =

√
δ 2 + r2

Inverse multiquadric IMQ φimq(r) = 1/
√

δ 2 + r2

Gaussian Gauss φg(r) = e−(r/δ )2

Bảng 1.2: Một số hàm cơ sở bán kính với tham số hình dạng δ > 0.

1.3.2. Nội suy hàm cơ sở bán kính

Ta ký hiệu

Φk(x) = Φ(x− xk) = φ(||x− xk||)với k = 1,2, ...,n, x ∈ Rd. (1.3.1)

Khi đó, nội suy hàm số dựa trên các hàm cơ sở bán kính có nghĩa là tìm hàm

P f (x) =
n

∑
k=1

CkΦk(x) =
n

∑
k=1

Ckϕ(||x− xk||)
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thỏa mãn điều kiện nội suy (1.2.1).

Chú ý 1.3.1.

- Hàm cơ sở phải gắn liền với đối tượng nghiên cứu. Vì vậy, để giải phương

trình đạo hàm riêng thì các hàm cơ sở bán kính phải là các hàm khả vi liên tục

và thậm chí là khả vi liên tục vô hạn lần.

- Để bài toán nội suy có nghiệm duy nhất, ta cần chọn hàm φ phù hợp sao

cho det(A) 6= 0.

1.4. Hàm xác định dương và ma trận xác định dương

1.4.1. Ma trận xác định dương

Định nghĩa 1.4.1. Ma trận giá trị thực, đối xứng A= (A jk) được gọi là xác định

dương nếu dạng toàn phương tương ứng không âm, tức là:

n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckA jk ≥ 0, với c = (c1,c2, ...,cn)
T ∈ Rn.

hay tương đương

cT Ac≥ 0 với c = (c1,c2, ...,cn)
T ∈ Rn.

Dấu bằng chỉ xảy ra khi và chỉ khi c = (0,0, ...,0)T [2, 3, 5, 9].

Tính chất quan trọng của ma trận xác định dương là các véctơ riêng của nó

dương và ma trận xác định dương là không suy biến.

Với cơ sở Bk, nếu Bài toán nội suy 1.3.1 tạo ra ma trận nội suy A xác định

dương thì hệ (1.2.3) có nghiệm duy nhất.

1.4.2. Hàm xác định dương

Định nghĩa 1.4.2. Hàm Φ : Rd → R liên tục, được gọi là xác định dương trên

Rd nếu và chỉ nếu nó là hàm chẵn và với mọi bộ tâm phân biệt từng đôi một
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X = {x1,x2, ...,xn} ⊂ Rd và mọi véc tơ C = (c1,c2, ...,cn) ∈ Rn thì dạng toàn

phương

n

∑
j=1

n

∑
k=1

c jckΦ(x j− xk)≥ 0 (1.4.1)

và công thức (1.4.1) là đẳng thức khi và chỉ khi c là véc tơ 0 [2, 3, 5, 9].

Định nghĩa 1.4.3. Hàm một biến φ : [0,∞]→ R được gọi là xác định dương trên

Rd nếu hàm nhiều biến tương ứng Φ(x) = φ(||x||), x ∈ Rd, là xác định dương

[2, 3, 5, 9].

Từ định nghĩa trên và tính chất của ma trận xác định dương ta thấy có thể sử

dụng các hàm xác định dương Bn = Φ(x− xk) là hàm cơ sở và khi đó ta có:

P f (x) =
n

∑
k=1

ckΦ(x− xk). (1.4.2)

Ma trận nội suy A = [A jk]nxn, với A jk = Bk(x j) = Φ(x j− xk); j,k = 1, ...,n.

1.4.3. Hàm bán kính xác định dương

Định nghĩa 1.4.4. Một hàm được gọi là hàm bán kính xác định dương nếu nó

vừa là hàm bán kính vừa đồng thời xác định dương [2, 3, 5, 9].

Giả sử Φ(x) là hàm xác định dương và được xác định theo công thức (1.3.1).

Khi đó ma trận của bài toán nội suy theo hàm Φ(x) có dạng

A =


Φ(0) ... Φ(x1− xn)

... ... ...

Φ(xn− x1) ... Φ(0)

 . (1.4.3)

Theo định nghĩa hàm xác định dương thì det(A) 6= 0.
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1.5. Sai số

1.5.1. Số gần đúng và sai số

Trong thực tế và trong tính toán, thông thường người ta phải làm việc với các

giá trị gần đúng của các đại lượng. Các giá trị gần đúng này nhận được bằng

các phép đo đạc, bằng thí nghiệm, hoặc do thực hiện các phép tính chia không

hết như 1/3, 1/7,..., phép khai căn như
√

2, 3√5, ...

Định nghĩa 1.5.1. (Định nghĩa 1.1 [1]) Số a được gọi là số gần đúng hay số

xấp xỉ của số đúng A (tức giá trị đúng của đại lượng cần quan tâm) và ký hiệu

là a ≈ A, nếu a sai khác A không đáng kể. Nếu a < A thì a được gọi là xấp xỉ

thiếu, còn nếu a > A thì a được gọi là xấp xỉ thừa của A.

Thí dụ: Đối với số A =
√

2 thì a1 = 1.41 là xấp xỉ thiếu, còn a2 = 1.42 là

xấp xỉ thừa vì
√

2 = 1.4142135623...; đối với số π = 3.1415926535... thì 3.14

là xấp xỉ thiếu, còn 3.15 là xấp xỉ thừa.

Định nghĩa 1.5.2. (Định nghĩa 1.2 [1]) Số ∆ = |A−a| được gọi là sai số tuyệt

đối của số gần đúng a .

Thông thường số đúng A không biết nên ta cũng không biết chính xác sai số

tuyệt đối của số gần đúng a , mà chỉ có thể đánh giá nó. Vì thế ta coi đánh giá

tốt nhất có thể ∆a của ∆ = |A−a| là sai số tuyệt đối của a. Như vậy, sai số tuyệt

đối của a là số ∆a bé nhất có thể biết được thỏa mãn điều kiện

|A−a| ≤ ∆a. (1.5.1)

Từ bất đẳng thức trên suy ra

a−∆a ≤ A≤ a+∆a. (1.5.2)

Để đơn giản người ta thường viết A = a±∆a để ám chỉ rằng ∆a là sai số tuyệt

đối của a.
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Thí dụ: Nếu coi a = 3.14 là xấp xỉ của π thì sai số tuyệt đối là ∆a ≤ 0.002.

Sai số tuyệt đối không phản ánh đầy đủ mức độ chính xác của phép đo hoặc

tính toán. Chẳng hạn, đo chiều dài của hai thanh sắt bằng cùng một thước đo ta

nhận được các kết quả sau:

l1 = 115.6 cm±0.1cm,

l1 = 7.5 cm±0.1cm.

Tuy sai số tuyệt đối của hai phép đo trên là như nhau (= 0.1 cm) nhưng rõ ràng

là phép đo thứ nhất chính xác hơn. Để thể hiện điều đó ta đưa vào khái niệm

sau.

Định nghĩa 1.5.3. (Định nghĩa 1.3 [1]) Sai số tương đối của số gần đúng a, ký

hiệu bởi δ , là

δ =
∆

|A|
=
|A−a|
|A|

(1.5.3)

với giả thiết là A 6= 0.

Tuy nhiên, do số A và ∆ không biết nên trong thực hành ta sẽ chấp nhận sai

số tương đối của số gần đúng a là số

δa =
∆a

|a|
(1.5.4)

Chú ý rằng sai số tuyệt đối có cùng thứ nguyên với với A, còn sai số tương đối

không có thứ nguyên. Người ta thường tính sai số tương đối bằng phần trăm. Vì

thế

δa =
∆a

|a|
×100%.

Trở lại phép đo chiều dài của các thanh sắt ta thấy rằng sai số tương đối của l1

là δ1 =
0.1

115.6×100% = 0.09%, của l2 là δ2 =
0.1
7.5×100% = 1.33%. Rõ ràng là

δ1 nhỏ hơn rất nhiều so với δ2 và phép đo thứ nhất chính xác hơn nhiều so với

phép đo thứ hai.



11

1.5.2. Chữ số có nghĩa và chữ số đáng tin

Một số viết ở dạng thập phân có thể gồm nhiều chữ số. Chẳng hạn số 20.15

có 4 chữ số; số 3.1412 có 5 chữ số.

Định nghĩa 1.5.4. (Định nghĩa 1.4 [1]) Những chữ số có nghĩa của một số là

những chữ số của số đó kể từ chữ số khác không đầu tiên tính từ trái sang phải.

Thí dụ: Trong các số sau, những chữ số được gạch dưới là những chữ số có

nghĩa: 12.57; 20.15 ; 0.03047 ; 0.304500 .

Giả sử a là số gần đúng của A và a có biểu diễn

±αmαm−‘...α1α0,α−1α−2...α−n

tức là

a =±(αm.10m +αm−1.10m−1 + ...+α1.10+α0.100 +α−1.10−1 + ...+α−n.10−n + ...)

=±∑
s

αs.10s

(1.5.5)

trong đó αs là những số nguyên từ 0 đến 9.

Định nghĩa 1.5.5. (Định nghĩa 1.5 [1]) Trong biểu diễn (1.5.5) của a chữ số αs

được gọi là chữ số đáng tin (hay chữ số đúng) nếu ∆a ≤ 1
2 .10s, và gọi là chữ số

nghi ngờ nếu ∆a >
1
2 .10s, trong đó ∆a là sai số tuyệt đối của a.

Từ định nghĩa trên suy ra rằng nếu αs là chữ số đáng tin thì mọi chữ số có

nghĩa bên trái nó đều là đáng tin, và nếu αs là đáng ngờ thì mọi chữ số bên phải

nó đều là đáng ngờ.

Thí dụ: Số gần đúng a = 3.7284 với ∆a = 0.0047 có 3 chữ số đáng tin là 3, 7 và

2, còn các chữ số 8 và 4 là đáng ngờ.
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1.5.3. Cách viết số gần đúng

Có hai cách viết số gần đúng.

a) Cách 1: Viết kèm theo sai số a±∆a

Cách này thường dùng để viết các kết quả đo đạc, thực nghiệm, trong đó ∆a là

sai số của thiết bị đo.

Thí dụ: 150 cm ± 0.1 cm; 65 kg ± 0.1 kg

b) Cách 2: Viết theo quy ước: mọi chữ số có nghĩa đều đáng tin, có nghĩa là sai

số tuyệt đối ∆a không lớn hơn một nửa đơn vị ở hàng cuối cùng.

Thí dụ: Theo cách này ta viết a = 23.54 nếu ∆a ≤ 1
2×10−2 = 0.005.

1.5.4. Sai số quy tròn

Khi thực hiện các tính toán nếu số a có quá nhiều chữ số trong biểu diễn thập

phân, chẳng hạn a = 3.14151926535, thì để cho thuận tiện người ta thu gọn số

này bằng cách bỏ bớt một số chữ số cuối để được một số a′ ngắn gọn hơn và

gần đúng nhất với a. Việc làm này được gọi là quy tròn hoặc làm tròn số. Số

θa′ = |a−a′| được gọi là sai số làm tròn.

Dưới đây là quy tắc làm tròn số nhằm bảo đảm cho sai số làm tròn không

vượt quá nửa đơn vị của chữ số cuối cùng được giữ lại:

• Nếu bỏ đi nhiều chữ số khác 0 và chữ số bỏ đi đầu tiên ≥ 5 thì thêm vào

chữ số giữ lại cuối cùng một đơn vị, còn nếu chữ số bỏ đi đầu tiên < 5 thì

để nguyên chữ số giữ lại cuối cùng.

• Nếu chỉ bỏ đi một chữ số 5 thì chữ số được giữ lại cuối cùng nếu là chữ số

lẻ thì tăng thêm 1, còn nếu là chẵn thì giữ nguyên.

Thí dụ: Đối với số a = 3.14151926535 ta làm tròn thành 3.141519, 3.14152,

3.1415, 3.142, 3.14 nếu cần giữ lại 6, 5, 4, 3 hoặc 2 chữ số sau dấu chấm
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thập phân. Sai số làm tròn tương ứng không vượt quá 1
2 × 10−6, 1

2 × 10−5, 1
2 ×

10−4, 1
2×10−3, 1

2×10−2.

Số 12.25 ta làm tròn thành 12.2 với sai số là 0.05 = 1
2×10−1.

Bây giờ giả sử a là xấp xỉ của A với sai số tuyệt đối là ∆a. Giả sử ta làm tròn a

thành a′ với sai số làm tròn là θa′, tức là |a′−a| ≤ θa′. Khi đó sai số tuyệt đối

của số a′ là

∆a′ =
∣∣A−a′

∣∣= ∣∣A−a+a−a′
∣∣≤ |A−a|+

∣∣a−a′
∣∣≤ ∆a +θa′.

Như vậy việc quy tròn thường làm tăng sai số tuyệt đối. Điều này dẫn đến

kết cục là sau khi làm tròn một số chữ số đáng tin trở nên đáng ngờ.

Thí dụ: Cho a = 0.35 với ∆a = 0.003. Do đó các chữ số 3 và 5 là đáng tin. Sau khi

làm tròn thành a′= 0.4 ta có ∆a′ = ∆a+θa′ = 0.003+0.05 = 0.053 > 1
2×10−1.

Vì thế chữ số 4 trong a′ là đáng ngờ. Trong trường hợp này không nên quy tròn

số a.

1.5.5. Sự lan truyền sai số

a) Mở đầu

Trên đây ta đã định nghĩa các loại sai số của một số gần đúng. Trong thực

tế tính toán các đại lượng gần đúng thường xuất hiện trong một biểu thức phức

tạp. Thí dụ thể tích của hình cầu được tính bằng V = 1
6πd3, trong đó ta chỉ biết

xấp xỉ của số π và đường kính d. Vấn đề đặt ra là biết sai số của π và d, liệu ta

có thể tính được sai số của V không. Một cách tổng quát, vấn đề đặt ra là sai số

của các dữ liệu đầu vào lan truyền và dẫn đến sai số của kết quả tính toán như

thế nào?

Để giải quyết vấn đề này xét hàm số u của 2 biến số x và y: u = f (x,y). Giả

sử x là xấp xỉ của giá trị đúng X , y là xấp xỉ của giá trị đúng Y và ta coi u là xấp

xỉ của giá trị đúng U = f (X ,Y ). Biết sai số về x và y, hãy tính sai số của u.
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Ký hiệu ∆x = x−X là số gia của x, còn dx là vi phân của biến x. Theo định

nghĩa về sai số tuyệt đối, ta có |∆x| ≤ ∆x . Theo công thức vi phân của hàm

nhiều biến ta có:

du =
∂u
∂x

dx+
∂u
∂y

dy.

Từ đây

du≈ ∂u
∂x

∆x+
∂u
∂y

∆y

Suy ra

∆u = |
∂u
∂x
|∆x + |

∂u
∂y
|∆y (1.5.6)

b) Sai số của tổng

Cho u = x± y. Ta có ∂u
∂x = 1, ∂u

∂x =±1. Do đó, từ (1.5.6) suy ra

∆u = ∆x +∆y. (1.5.7)

Như vậy, sai số tuyệt đối của một tổng đại số bằng tổng các sai số tuyệt đối của

các số hạng.

Thí dụ: Giả sử x = 3.6,y = 6.4 là hai số đã được làm tròn. Tính tổng của chúng

và xác định sai số của tổng thu được.

Thật vậy, vì x và y đã được làm tròn đến một chữ số sau dấu chấm thập phân

nên sai số tuyệt đối của chúng là ∆x = ∆y = 0.05. Do đó u = x+y = 3.6+6.4 =

10.0 với sai số tuyệt đối là ∆u = ∆x +∆y = 0.1, tức là u = 10±0.1.

Chú ý: Xét trường hợp u = x− y và x,y cùng dấu. Lúc đó ta có

δu =
∆u

|u|
=

∆x +∆y

|x− y|
.

Ta thấy rằng nếu |x− y| rất bé thì sai số tương đối rất lớn.

Thí dụ: Giả sử x = 15.29 và y = 15.14 là hai số đã được làm tròn. Xác định sai

số tương đối của x,y và của hiệu hai số trên.

Ta có hiệu u = x− y = 15.29− 15.14 = 0.15. Do x và y đã được làm tròn đến
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2 chữ số sau dấu chấm thập phân nên sai số tuyệt đối của chúng là ∆x = ∆y =

0.005. Vì thế sai số tuyệt đối của hiệu là ∆u = ∆x +∆y = 0.01. Do đó sai số

tương đối của hiệu là δu =
∆u
|u| =

0.01
0.15 = 0.066 trong khi sai số tương đối của x

và y tương ứng là δx =
∆x
|x| =

0.005
15.29 = 0.000327, δy =

∆y
|y| =

0.005
15.14 = 0.000330. Rõ

ràng là sai số tương đối của hiệu lớn gấp 200 lần sai số tương đối của từng số x

và y. Trong tính toán người ta cố gắng tránh việc trừ hai số gần nhau bằng cách

biến đổi biểu thức của hiệu (trong những trường hợp có thể được).

c) Sai số của tích

Giả sử u = xy. Ta có ∂u
∂x = y, ∂u

∂y = x. Từ (1.5.6) suy ra

∆x = |y|∆x + |x|∆y.

Do đó δu = ∆u/|u|= ∆x/|x|+∆y/|y|= δx +δy. Vậy

δu = δx +δy. (1.5.8)

Ta có quy tắc: Sai số tương đối của một tích bằng tổng các sai số tương đối của

các thừa số của tích.

Thí dụ: Giả sử X và Y là hai cạnh của một hình chữ nhật mà độ dài của chúng

(tính bằng cm) được làm tròn đến một chữ số sau dấu chấm thập phân là 15.6 và

8.2. Hỏi giá trị thực sự của diện tích của hình chữ nhật nằm trong khoảng nào?

Ký hiệu x = 15.6,y = 8.2. Như vậy x là giá trị gần đúng của X và y là giá trị

gần đúng của Y với sai số tuyệt đối là 0.05. Do đó sai số tương đối của chúng

là δx =
0.05
15.6 = 0.0032, δy =

0.05
8.2 = 0.0061. Theo (1.5.9) sai số tương đối của

tích là δu = 0.0032+ 0.0061 = 0.0093. Vì u = x× y = 15.6× 8.2 = 127.92

nên sai số tuyệt đối của u là ∆u = |u|δu = 127.92× 0.0093 = 1.19. Do đó,

X ×Y = 127.92± 1.19, tức là giá trị thực sự của diện tích của hình chữ nhật

nằm trong khoảng từ 126.73 đến 129.11.

d) Sai số của thương
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Cho u = x/y . Ta có
∂u
∂x

=
1
y
,
∂u
∂y

=− x
y2 .

Từ (1.5.6) suy ra

∆u =

∣∣∣∣1y
∣∣∣∣∆x +

∣∣∣∣ x
y2

∣∣∣∣∆y.

Do đó

∆u

|u|
= ∆u

∣∣∣y
x

∣∣∣= (∣∣∣∣1y
∣∣∣∣∆x +

∣∣∣∣ x
y2

∣∣∣∣∆y

)∣∣∣y
x

∣∣∣= ∣∣∣∣1x
∣∣∣∣∆x +

∣∣∣∣1y
∣∣∣∣∆y.

Suy ra

δx/y = δx +δy. (1.5.9)

Ta có quy tắc: Sai số tương đối của một thương bằng tổng các sai số tương đối

của số chia và số bị chia.

e) Sai số của hàm bất kỳ

Cho hàm u = f (x1,x2, ...,xn). Theo công thức vi phân của hàm nhiều biến ta

có:

du =
∂u
∂x1

dx1 +
∂u
∂x2

dx2 + · · ·+
∂u
∂xn

dxn.

Từ đây ta có

∆u≈ ∂u
∂x1

∆x1 +
∂u
∂x2

∆x2 + · · ·+
∂u
∂xn

∆xn

Suy ra

∆u =

∣∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣∣∆x1 +

∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∆x2 + · · ·+
∣∣∣∣ ∂u
∂xn

∣∣∣∣∆xn. (1.5.10)

Thí dụ. Tính sai số tuyệt đối và sai số tương đối của thể tích hình cầu:

V =
1
6

πd3

nếu cho đường kính d = 3.7±0.05cm và π = 3.14±0.0016.

Thật vậy, xem π và d là đối số của hàm V , áp dụng (1.5.9) và (1.5.10) ta có
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δV = δπ +3δd (Hệ số 1/6 không ảnh hưởng đến sai số tương đối), δπ = 0.0016
3.14 =

0.0005,δd = 0.05
3.7 = 0.0135. Suy ra δV = 0.0005+ 3× 0.0135 = 0.04. Giá trị

gần đúng của thể tích là V = 1
6πd3 = 26.5cm3. Do đó, ta tính được sai số tương

đối của nó là ∆V = |V |×δV = 26.5×0.04 = 1.06≈ 1.1cm3. Vì thế V = 26.5±

1.1cm3.

1.5.6. Các loại sai số mắc phải khi giải một bài toán thực tế

Như đã biết, để nghiên cứu một đối tượng thực tế, chẳng hạn một đối tượng

vật lý như dòng chảy trong sông, hiện tượng dẫn nhiệt trong một thanh vật chất,

hay một đối tượng kinh tế-xã hội,... người ta thường xây dựng mô hình toán học

của đối tượng và nghiên cứu đối tượng thông qua mô hình. Do tính chất phức

tạp của đối tượng nên người ta không thể đưa hết tất cả các yếu tố liên quan vào

mô hình, mà buộc phải loại bỏ những yếu tố không quan trọng và ảnh hưởng ít

đến đối tượng. Kết quả là người ta chỉ nhận được mô hình toán học phản ánh

gần đúng đối tượng cần nghiên cứu. Sai số mắc phải trong quá trình này gọi là

sai số mô hình.

Khi đã có mô hình toán học, thường là các phương trình vi phân, tích phân

hoặc phương trình đại số,... người ta phải giải nó. Nói chung người ta không

nhận được lời giải đúng của một bài toán mà chỉ có thể nhận được lời giải gần

đúng bằng một phương pháp nào đấy, thí dụ phương pháp lặp giải phương trình

phi tuyến, phương pháp hình thang tính tích phân,... . Sai số mắc phải khi phải

giải một bài toán bằng phương pháp gần đúng được gọi là sai số phương pháp.

Đây là loại sai số mà chúng ta cần quan tâm khi nghiên cứu các phương pháp

gần đúng (giải tích hoặc số trị) vì sai số này phản ánh chất lượng của phương

pháp và thông qua nó có thể đánh giá được khối lượng tính toán cần thiết để có

được lời giải với một độ chính xác cho trước.

Sau khi đã có phương pháp hoặc thuật toán giải một bài toán cần phải thực
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hiện nó trên máy tính để có được lời giải số. Trong quá trình tính toán bằng số

này không thể tránh khỏi việc làm tròn số. Sai số xảy ra trong công đoạn này

được gọi là sai số tính toán.

Một loại sai số nữa có thể mắc phải khi giải một bài toán thực tế là sai số dữ

liệu khi các dữ liệu đầu vào của bài toán nhận được bằng các phép đo đạc hoặc

quan sát thực nghiệm hoặc là lời giải gần đúng của một bài toán khác.

1.5.7. Các loại đánh giá sai số phương pháp

Sai số của một phương pháp số có thể được đánh giá tiên nghiệm hoặc hậu

nghiệm. Đánh giá sai số tiên nghiệm là đánh giá sai số nhận được trước khi thực

hiện tính toán. Thí dụ, để giải một phương trình phi tuyến bằng một phương

pháp lặp đơn ta có thể đánh giá được sai số của nghiệm gần đúng nhận được sau

n lần lặp theo công thức

|xn− x∗| ≤ qn

1−q
|x1− x0| ,

trong đó 0 < q < 1,x∗ là nghiệm đúng, x0 là xấp xỉ ban đầu.

Đánh giá sai số hậu nghiệm là đánh giá sai số nhận được sau khi tính toán được

nghiệm. Thí dụ, sau khi tính được xn theo phương pháp lặp đơn ta có đánh giá

hậu nghiệm

|xn− x∗| ≤ q
1−q

|xn− xn−1| .
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1.6. Hệ phương trình tuyến tính

Xét một hệ phương trình gồm n phương trình tuyến tính với n ẩn số x1,x2, ...,xn

được cho bởi 

a11x1 +a12x2 + ...+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + ...+a2nxn = b2

...

an1x1 +an2x2 + ...+annxn = bn

(1.6.1)

Hệ này có thể viết dưới dạng ma trận Ax = b, trong đó

A =


a11 ... a1n

... ... ...

an1 an2 ann

 ,x = (x1,x2, ...xn)
T ,b = (b1,b2, ...,bn)

T .

Nếu detA 6= 0 thì hệ (1.6.1) có nghiệm duy nhất và nghiệm của nó có thể tính

theo công thức Cramer:

x j =
detA j

detA
, (1.6.2)

trong đó A j là ma trận nhận được từ ma trận A bằng cách thay cột thứ j bởi cột

b. Công thức (1.6.2) thường chỉ dành cho hệ với ma trận hệ số cỡ nhỏ, còn với

ma trận cỡ lớn thì chi phí cho tính toán quá lớn. Do đó, người ta đã đi xây dựng

các phương pháp nhanh để giải hệ phương trình đại số tuyến tính cỡ lớn là khai

thác triệt để các thông tin về ma trận của hệ.

Dưới đây là một số dạng đặc biệt của ma trận:

• Ma trận đường chéo: Ma trận vuông cấp n mà mọi phần tử nằm ngoài

đường chéo chính bằng 0, tức là ai j = a ji = 0, với i 6= j, được gọi là ma

trận đường chéo.
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• Nếu ma trận đường chéo có aii = 1 thì ta gọi là ma trận đơn vị cấp n và ta

thường kí hiệu là E hoặc I.

• Ma trận tam giác trên: Ma trận vuông A được gọi là ma trận tam giác trên,

nếu A có dạng

A =


a11 a12 ... a1n

0 a22 ... a2n

. . ... .

0 0 ... ann

 ,
tức là ai j = 0 khi i > j.

• Ma trận tam giác dưới: Tương tự ma trận vuông A được gọi là ma trận tam

giác dưới, nếu A có dạng

A =


a11 0 ... 0

a21 a22 ... 0

. . ... .

an1 an2 ... ann


tức là ai j = 0 khi i < j.

• Ma trận thưa: Ma trận thưa là ma trận có rất nhiều phần tử bằng 0.

• Ma trận đối xứng: Ma trận A được gọi là ma trận đối xứng nếu A = AT ,

tức là ai j = a ji, i = 1,2, ...,n, j = 1,2, ...,n,

1.7. Một số phương pháp giải hệ phương trình tuyến tính

1.7.1. Phương pháp Gaussian

Ý tưởng của phương pháp khử Gauss là khử dần các ẩn để đưa hệ ban đầu

về hệ với ma trận tam giác trên bằng các phép biến đổi tương đương như:

• Đổi chỗ 2 phương trình bất kỳ.
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• Nhân một phương trình bất kỳ với một số khác không.

• Cộng vào một phương trình một tổ hợp tuyến tính của một số phương trình

khác

Như vậy phương pháp Gauss gồm 2 quá trình:

• Quá trình thuận: đưa hệ về dạng tam giác trên,

• Quá trình ngược: giải hệ tam giác trên từ dưới lên trên.

a) Quá trình thuận: Để viết cho gọn ta xét hệ

a11x1 +a12x2 + ...+a1nxn = a1,n+1

a21x1 +a22x2 + ...+a2nxn = a2,n+1

...

an1x1 +an2x2 + ...+annxn = an,n+1

(1.7.1)

và đặt a(0)ij = aij,(i = 1,2, ...,n; j = 1, ...,n+1).

Bước 1: Dùng phương trình đầu tiên để khử x1 trong n−1 phương trình còn lại:

Giả sử a11 6= 0 (ta luôn có được điều này bằng cách đổi chỗ hai phương trình ).

Chia hai vế của phương trình thứ nhất cho a11 ta được phương trình

x1 +b12x2 + ...+b1nxn = b1,n+1, (1.7.2)

với b1 j =
a(0)1 j

a(0)11

, j = 2, ...,n+1.

Cộng vào phương trình thứ i của hệ (1.7.1) phương trình (1.7.2) sau khi đã nhân

với −a(0)i1 , i = 2, ...,n ta được hệ

a(1)22 x2 +a(1)23 x3 + ...+a(1)2n xn = a(1)2,n+1

a(1)32 x2 +a(1)33 x2 + ...+a(1)3n xn = a(1)3,n+1

...

a(1)n2 x2 +a(1)n2 x2 + ...+a(1)nn xn = a(1)n,n+1

(1.7.3)
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với a(1)ij = a(0)ij −a(1)i1 b1 j, i = 2, ...,n; j = 2, ...,n+1.

Như vậy sau bước 1 ta thu được phương trình (1.7.2) và hệ (1.7.3).

Bước 2: Dùng phương trình đầu tiên trong (1.7.3) khử x2 trong các phương trình

còn lại tương tự như đã làm trong bước 1. Quá trình được tiếp tục như vậy. Kết

quả sau bước thứ m ta thu được hệ

xm +bm,m+1xm+1 + ...+bm,nxn = bm,n+1

a(m)
m+1,m+1xm+1 + ...+a(m)

m+1,nxn = a(m)
m+1,n+1

a(m)
n,m+1xm+1 + ...+a(m)

m,nxn = a(m)
n,n+1

,

với

bm j = a(m−1)
m j /a(m−1)

mm , j = m+1, ...,n+1,

a(m)
ij = a(m−1)

ij −a(m−1)
im bm j, i = m+1, ...,n; j = m+1, ...,n+1.

Cuối cùng, sau n bước khử ta thu được hệ phương trình với ma trận tam giác

trên sau đây

x1 +b12x2 + ...+b1nxn = b1,n=1

x2 + ...+b2nxn = b2,n+1

...........

xn = bn,n+1

(1.7.4)

Các hệ số được tính theo công thức

bm j = a(m−1)
m j /a(m−1)

mm (m = 1, ...,n; j = m+1, ...,n+1)

a(m)
i j = a(m−1)

i j −a(m−1)
im bm j (i = m+1, ...,n; j = m+1, ...,n+1)

(1.7.5)

Các phần tử a(m−1)
mm (m = 1, ...,n) được gọi là các phần tử trụ hay các phần tử

chủ đạo.
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b) Quá trình ngược: Giải hệ (1.7.4) từ dưới lên trên

xn = bn,n+1

xk = bk,n+1−
n
∑

j=k+1
bk, jx j (k = n−1, ...,1).

. (1.7.6)

Khối lượng tính toán: Dễ thấy rằng số phép toán nhân, chia và trừ để thực hiện

quá trình thuận (1.7.5) là

n
∑

m=1
[(n−m+1)+2(n−m−1)(n−m)] =

n
∑

k=1
[k+2k(k−1)] =

n
∑

k=1
(2k2− k)

=
n(n+1)(4n−1)

6

Số phép toán để thực hiện quá trình ngược là n(n−1). Do đó, tổng số phép toán

của phương pháp Gauss là (4n3 +9n2−7n)/6 hay cỡ 2n3/3 khi n đủ lớn.

Thí dụ: Ta minh hoạ phương pháp Gauss giải hệ phương trình sau
2x1 +4x2 +3x3 = 4

3x1 + x2−2x3 =−2

4x1 +11x2 +7x3 = 7.

Các hệ số và vế phải của các hệ trung gian thu được sau từng bước khử được

viết trong dạng ma trận mở rộng như sau
2 4 3 4

3 1 −2 −2

4 11 7 7

→


1 2 1.5 2

0 −5 −6.5 −8

0 3 1 −1



→


1 2 1.5 2

0 1 1.3 1.6

0 0 −2.9 −5.8

→


1 2 1.5 2

0 1 1.3 1.6

0 0 1 2


Quá trình tính ngược cho ta x1 = 1,x2 =−1,x3 = 2.
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1.7.2. Phương pháp lặp Jacobi

Ta viết hệ phương trình Ax = b trong dạng chi tiết:

aiixi +∑
j 6=i

ai jx j = bi, i = 1,2, ...,n (1.7.7)

Khi đó xuất phát từ một xấp xỉ x(0) bất kỳ có thể tính các thành phần của các

xấp xỉ tiếp theo của hệ từ phương trình:

aiix
(k+1)
i +∑

j 6=i
aijx

(k)
j = bi, i = 1,2, ...,n, k = 0,1,2, ... (1.7.8)

Giả sử ∀i,aii 6= 0. Khi đó từ (1.7.8) ta được:

x(k+1)
i =−∑

j 6=i

ai j

aii
x(k)j +

bi

aii
, i = 1,2, ...,n, k = 0,1,2, ... (1.7.9)

Cách tính các xấp xỉ liên tiếp của hệ theo công thức trên chính là phương pháp

lặp Jacobi.

Định lý 1.7.1. Nếu tồn tại một số 0 < q < 1 sao cho:

∀i = 1,2, ...,n,
n

∑
j 6=i
j=1

∣∣ai j
∣∣≤ q |aii| (1.7.10)

thì phương pháp lặp Jacobi giải hệ phương trình Ax = b hội tụ với bất kỳ xấp

xỉ ban đầu x(0) và đối với sai số ta có các đánh giá:∥∥∥x(k)− x
∥∥∥

∞

≤ qk

1−q

∥∥∥x(0)− x(1)
∥∥∥

∞

, k = 0,1,2, ... (1.7.11)∥∥∥x(k)− x
∥∥∥

∞

≤ q
1−q

∥∥∥x(k)− x(k−1)
∥∥∥

∞

, k = 0,1,2, ... (1.7.12)

trong đó x là nghiệm đúng của hệ [5].

Nhận xét 1: Có trường hợp không thể áp dụng phương pháp Jacobi ngay

cho hệ phương trình đã cho, mà phải thực hiện việc đổi chỗ các phương trình để
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được hệ với ma trận chéo trội. Thí dụ,ta đổi chỗ hàng 1 và hàng 2 cuả ma trận:
1 3 1

5 1 −1

2 1 6

→


5 1 −1

1 3 1

2 1 6


Nhận xét 2: Nếu trong không gian Rn ta sử dụng chuẩn ||.||1 của vectơ được

xác định bởi ‖x‖1 =
n
∑

i=1
|xi| thì:

‖S‖1 = max
1≤ j≤n

n

∑
i=1

∣∣Si j
∣∣= max

1≤ j≤n

∑
i6= j

∣∣ai j
∣∣∣∣ai j
∣∣

Do đó ta cũng có kết quả tương tự Định lý (1.7.1), trong đó thay cho điều kiện

(1.7.10) là điều kiện tồn tại 0 < q1 < 1 sao cho:

∀ j = 1, ...,n,
n

∑
j 6=i
i= j

∣∣ai j
∣∣≤ q1 |aii| (1.7.13)

và trong các đánh giá (1.7.11), (1.7.12) thay cho chuẩn ‖.‖
∞

là chuẩn ‖.‖1.

1.8. Sự ổn định của ma trận hệ số

Trong nhiều trường hợp người ta thu được hệ phương trình đại số tuyến tính

Ax = b, (1.8.1)

trong đó các hệ số ai j và bi được tính theo công thức nào đó, có thể là khá phức

tạp cho nên không tránh khỏi sai số. Khi đó người ta thu được không phải là

hệ (1.8.1), mà là hệ phương trình với ma trận nhiễu A+ δ1A và vế phải nhiễu

b+δ1b [1], và tất nhiên nghiệm của hệ nhiễu này bây giờ không phải là x mà là

x+δ1x [1]. Như vậy, ta có

(A+δ1A)(x+δ1x) = b+δ1b. (1.8.2)
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Vấn đề đặt ra là liệu sự thay đổi δ1x của nghiệm có phụ thuộc liên tục vào

sự thay đổi của dữ kiện đầu vào là δ1A và δ1b hay không, tức là khi dữ kiện đầu

vào thay đổi ít thì liệu nghiệm có thay đổi ít không? Dưới đây ta chỉ ra một vài

ví dụ, trong đó xảy ra hiện tượng "sai một ly đi một dặm", cụ thể là sai số nhỏ

của dữ kiện dẫn đến sai số lớn của nghiệm.

Thí dụ 1. Hệ phương trình x1 +2x2 = 1

x1 +2.01x2 = 1
(1.8.3)

có nghiệm là x1 = 1,x2 = 0. Hệ với mẫu nhỏ của vế phảix1 +2x2 = 1

x1 +2.01x2 = 1.01

lại có nghiệm là x1 =−19,x2 = 10, rất khác so với nghiệm của hệ (1.8.3).

Thí dụ 2. Hệ phương trình1.0001x1 + x2 = 3

x1 + x2 = 3
(1.8.4)

có nghiệm là x1 = 0,x2 = 3. Trong khi đó hệ với nhiễu nhỏ của ma trận Ax1 + x2 = 3

x1 +1.0001x2 = 3

có nghiệm là x1 = 3,x2 = 0, rất khác so với nghiệm của hệ (1.8.4).

Thí dụ 3. Hệ phương trình2x1 + x2 = 2

2.x1 +1.01x2 = 2.01
(1.8.5)
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có nghiệm là x1 = 0.5,x2 = 1. Nhưng hệ phương trình trên với sự thay đổi ít của

ma trận A và vế phải 2x1 + x2 = 2

2.01x1 + x2 = 2.05
(1.8.6)

lại có nghiệm là x1 = 5,x2 =−8, khác xa với nghiệm của hệ gốc (1.8.6).

Trong những thí dụ trên ta nói rằng hệ phương trình có nghiệm không ổn

định.

Ta sẽ đi tìm nguyên nhân của sự không ổn định này bằng cách đánh giá sai

số của nghiệm qua sai số của ma trận A và vế phải b. Ở đây ta giả thiết rằng

det(A) 6= 0, do đó hệ có nghiệm duy nhất.

1) Trước hết xét trường hợp δ1A = 0,δ1b 6= 0. Khi đó ta có

A(x+δ1x) = b+δ1b.

Ta được Aδ1x = δ1b. Do đó δ1x = A−1δ1b, và ta có

||δ1x|| ≤ ||A−1||||δ1b||. (1.8.7)

Đánh giá trên không thể làm tốt hơn được vì dấu bằng có thể xảy ra. Thật vậy,

trong trường hợp khi A là ma trận đối xứng xác định dương, giả sử e1,e2, ...,en

là cơ sở trực chuẩn cấu thành từ các véc tơ riêng của A ứng với các giá trị riêng

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn ta có ||A−1|| = 1/λ1. Đặt δ1b = e1, ta có δ1x = e1/λ1.

Do vậy ||δ1b||= 1, ||δ1x||= 1/λ1 và ta được dấu bằng trong (1.8.7).

Từ đánh giá trên suy ra rằng nếu ||A−1|| lớn (điều này xảy ra khi A gần suy

biến) thì sự thay đổi nhỏ của vế phải có thể dẫn đến sự thay đổi lớn của nghiệm

của hệ phương trình.

Bây giờ ta đánh giá sai số tương đối của nghiệm qua sai số tương đối của vế

phải.
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Từ phương trình Ax = b ta có đánh giá ||b|| ≤ ||A||||x||. Kết hợp với đánh giá

(1.8.7) ta thu được

||δ1x||
||x||

≤ ||A||||A−1|| ||δ1b||
||b||

. (1.8.8)

Ký hiệu

cond(A) = ||A||||A−1||

và gọi nó là số điều kiện của ma trận A. Do E =AA−1 nên 1= ||E|| ≤ ||A||||A−1||.

Nếu cond(A)>> 1 ta nói rằng A là ma trận với điều kiện xấu.

Chú ý rằng số điều kiện của ma trận phụ thuộc vào các xác định chuẩn. Nếu

ta dùng chuẩn ||.||2 thì dễ thấy rằng khi A là ma trận đối xứng cond(A) = |λmax|
|λmin| ,

trong đó λmax và λmin là các giá trị riêng với modul lớn nhất và nhỏ nhất tương

ứng.

Tương tự như đối với đánh giá (1.8.7), cũng có thể chứng tỏ rằng đánh giá

(1.8.8) là không thể làm tốt hơn.

2) Trong trường hợp δ1b = 0,δ1A 6= 0 có thể chứng minh đánh giá sau

||δ1x||
||x+δ1x||

≤ ||A||||A−1|| ||δ1A||
||A||

(1.8.9)

và đánh giá này không thể làm tốt hơn.

Các ma trận trong các Thí dụ 1 - 3 đều là các ma trận với điều kiện xấu. Số

điều kiện tương ứng của chúng tương ứng là 1004, 40002 và 501 là những số

khá lớn. Đó chính là nguyên nhân gây ra sự không ổn định của nghiệm của hệ

phương trình.

1.9. Một số khái niệm về đạo hàm, vi phân của hàm số nhiều biến

1.9.1. Đạo hàm riêng

Định nghĩa 1.9.1. Cho hàm số u : D ⊂ R2→ R xác định bởi (x,y) 7→ u(x,y).

Điểm M0 (x0,y0) ∈ D. Nếu cho y = y0, hàm số một biến số x 7→ u(x,y0) có đạo
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hàm tại x = x0, thì đạo hàm đó được gọi là đạo hàm riêng của u đối với x tại

M0 và được ký hiệu là

u
′
x (x0,y0) hay

∂u
∂x

(x0,y0) .

Biểu thức

∆xu = u(x0 +∆x,y0)−u(x0,y0)

được gọi là số gia riêng của u(x,y) theo x tại (x0,y0). Ta có

∂u
∂x

(x0,y0) = lim
∆x→0

∆xu
∆x

Tương tự như vậy, ta có định nghĩa đạo hàm riêng của u đối với y tại M0, ký

hiệu là

u
′
y (x0,y0) hay

∂u
∂y

(x0,y0) .

Các đạo hàm riêng của hàm số n biến số (n≥ 3) được định nghĩa tương tự.

Khi tính đạo hàm riêng của một hàm số theo biến số nào, chỉ việc xem như hàm

số chỉ phụ thuộc biến số ấy, các biến số khác được coi như không đổi, rồi áp

dụng quy tắc tính đạo hàm của hàm số một biến số [8, 6].

1.9.2. Vi phân toàn phần

Cho hàm số u : D ⊂ R2 → R xác định bởi (x,y) 7→ u(x,y). Lấy các điểm

M0 (x0,y0) ∈ D,M (x0 +∆x,y0 +∆y) ∈ D. Biểu thức

∆u = u(x0 +∆x,y0 +∆y)−u(x0,y0)

được gọi là số gia toàn phần của u tại M0. Nếu có thể biểu diễn dưới dạng

∆u = A∆x+B∆y+α∆x+β∆y,

trong đó A,B là những số chỉ phụ thuộc x0,y0, còn α,β dần tới 0 khi M→M0,

tức là ∆x→ 0,∆y→ 0, thì ta nói rằng hàm số u là khả vi tại M0, biểu thức
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A∆x+B∆y được gọi là vi phân toàn phần của u(x,y) tại M0 và được ký hiệu là

du. Hàm số u(x,y) được gọi là khải vi trong miền D nếu nó khả vi tại mọi điểm

M ∈ D [8, 6].

Định lý 1.9.1. [8] Nếu hàm số u(x,y) có các đạo hàm riêng ở lân cận của điểm

M0 (x0,y0) và các đạo hàm riêng ấy liên tục tại M0 (x0,y0) thì u(x,y) khả vi tại

M0 (x0,y0) và ta có

du = u
′
x∆x+u

′
y∆y.

Tương tự như đối với hàm số một biến số, nếu x,y là biến số độc lập thì

dx = ∆x,dy = ∆y, do đó

du = u
′
xdx+u

′
ydy.

1.9.3. Đạo hàm và vi phân cấp cao

Cho hàm số u(x,y). Các đạo hàm riêng u
′
x,u

′
y là những đạo hàm riêng cấp

một. Các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng cấp một nếu tồn tại được gọi là

những đạo hàm riêng cấp hai. Ta có bốn đạo hàm riếng cấp hai và ký hiệu như

sau:
∂

∂x

(
∂u
∂x

)
=

∂ 2u
∂x2 = u

′′
xx (x,y) ,

∂

∂y

(
∂u
∂x

)
=

∂ 2u
∂x∂y

= u
′′
xy (x,y) ,

∂

∂x

(
∂u
∂y

)
=

∂ 2u
∂y∂x

= u
′′
yx (x,y) ,

∂

∂y

(
∂u
∂y

)
=

∂ 2u
∂y2 = u

′′
yy (x,y) .

Định lý 1.9.2. (Schwarz [8]). Nếu trong một lân cận của điểm M0 (x0,y0) hàm

số u(x,y) có các đạo hàm riêng cấp hai u
′′
xy,u

′′
yx và các đạo hàm ấy liên tục tại

M0 (x0,y0) thì u
′′
xy = u

′′
yx tại M0 (x0,y0).

Xét hàm số u(x,y). Vi phần toàn phần của nó

du = u
′
x∆x+u

′
y∆y,
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nếu tồn tại, cũng là một hàm số hai biến số. Vi phần toàn phần của dz nếu tồn

tại, được gọi là vi phân toàn phần cấp hai của z và được ký hiệu là d2z. Vậy

d2z = d (dz) = d
(

u
′
xdx+u

′
ydy
)
=
(

u
′
xdx+u

′
ydy
)′

x
dx+

(
u
′
xdx+u

′
ydy
)′

y
dy

= u
′′
xxdx2 +

(
u
′′
xy +u

′′
yx

)
dxdy+u

′′
yydy2.

Giả thiết rằng u
′′
xy và u

′′
yx liên tục, khi đó chúng bằng nhau, vì vậy

d2z = u
′′
xxdx2 +2u

′′
xydxdy+u

′′
yydy2.

Cứ tiếp tục như vậy ta định nghĩa các vi phân cấp cao hơn

dnu = d(dn−1u).
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Chương 2

Phương pháp chọn tâm cho tính xấp xỉ đạo hàm bởi nội suy
RBF

Trong chương này chúng tôi tập trung vào cách tính véc tơ trọng số nhờ nội

suy hàm RBF; Một số cách chọn bộ tâm cho nội suy hàm cơ sở bán kính;Vấn

đề chọn tham số hình dạng đảo bảo sự ổn định của ma trận nội suy; Tính xấp xỉ

đạo hàm nhờ véc tơ trọng số.

2.1. Véc tơ trọng số từ nội suy hàm cơ sở bán kính

Trong phần này chúng tôi trình bày một số kết quả của [3].

Cho bộ tâm phân biệt từng đôi một X = {x1,x2, ...,xn} ⊂ Rd, u : Rd→ R là hàm

liên tục và đủ trơn. Giả sử φ : R+→ R là hàm xác định dương và đủ trơn [2].

Khi đó hàm nội suy RBF s(x) của hàm u(x) được xác định bởi công thức

s(x) =
n

∑
j=1

a jΦ(x− x j), Φ(x) := φ(||x||), (2.1.1)

sao cho

s(xi) = u(xi), i = 1,2, ...,n. (2.1.2)

Các hằng số ai được chọn để điều kiện nội suy (2.1.2) được thoả mãn. Từ

(2.1.1)− (2.1.2) ta có

n

∑
j=1

a jΦ(xi− x j) = u(xi), i = 1,2, ...,n. (2.1.3)

Ký hiệu
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Φ|X = [Φ(xi−x j)]
n,n
i, j=1, u|X = [u(x1),u(x2), ...,u(xn)]

T , a= [a1,a2, ...,an]
T ,

khi đó ta có thể viết (2.1.3) dưới dạng ma trận

Φ|Xa = u|X .

Vì φ là hàm xác định dương nên ma trận Φ|X là xác định dương với bộ tâm

X phân biệt từng đôi một. Do đó, véc tơ a được xác định duy nhất

a = [Φ|X ]−1u|X . (2.1.4)

Thay vì tính đạo hàm của hàm u(x), ta tính đạo hàm của hàm s(x). Để làm được

việc này, ta sẽ áp toán tử đạo hàm D lên hàm s(x) được biểu diễn bởi công thức

2.1.1và ta có
Ds(x) =

n
∑
j=1

a jDΦ(x− x j)

= aT DΦ(x− .)|X

= u|TX [Φ|X ]−1DΦ(x− .)|X ,

(2.1.5)

trong đó

DΦ(x− .)|X = (DΦ(x− x1), ...,DΦ(x− xn))
T .

Ký hiệu w = [w1,w2, ...,wn]
T và đặt

w = [Φ|X ]−1DΦ(x− .)|X . (2.1.6)

Từ (2.1.5)− (2.1.6) ta có thể viết

Ds(x) =
n

∑
i=1

wi(x)u(xi). (2.1.7)

Ta nhận được công thức đạo hàm số (2.1.7) với véc tơ trọng số w= [w1,w2, ...,wn]
T

được xác định bởi (2.1.6). Quan sát công thức (2.1.6) ta có thể thấy véc tơ trọng
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số w là nghiệm của phương trình

n

∑
j=1

w jΦ(xi− x j) = DΦ(x− xi), i = 1,2, ...,n. (2.1.8)

Điều này có nghĩa là véc tơ trọng số w được cho bởi các hệ số của nội suy

hàm cơ sở bán kính với dữ liệu cho bởi hàm DΦ(x− .)|X . Vì Φ(xi−x j)=Φ((x−

xi)− (x− x j)) nên nếu ta nội suy hàm DΦ tại các tâm x− x j, j = 1,2, ...,n, thì

ta thu được các hệ số nội suy như trong công thức (2.1.6) và đó chính và véc tơ

trọng số. Vì vậy chúng ta có phương pháp tính véc tơ trọng số như sau :

Mệnh đề 2.1.1. Cho bộ tâm phân biệt từng đôi một X = {x1,x2, ...,xn} ∈ Rd, u :

R+→ R là hàm liên tục và đủ trơn, D là toán tử đạo hàm và hàm nội suy cơ sở

bán kính s(x) của hàm u(x) được biểu diễn dưới dạng (2.1.1)− (2.1.2). Khi đó

véc tơ trọng số w của đạo hàm tại x được tìm bằng cách giải hệ phương trình

(2.1.8), hay véc tơ trọng số là các hệ số của nội suy hàm cơ sở bán kính với dữ

liệu được cho bởi hàm DΦ(x− .)|X .

Giả sử cho bộ tâm Ξ⊂Ω, để tính được đạo hàm tại điểm ζ ∈ Ξ tại theo công

thức (2.1.7), ta chọn bộ cho nội suy hàm RBF, từ bây giờ ta sẽ ký hiệu bộ tâm

này là Ξζ và gọi là bộ tâm hỗ trợ tính véc tơ trọng số hay hỗ trợ tính đạo hàm,

Ξζ bao gồm ζ và một số điểm nằm trong vị trí lân cận với nó. Mục tiếp theo

chúng tôi trình bày một số tiêu chuẩn chọn bộ tâm hỗ trợ tính xấp xỉ đạo hàm.

2.2. Một số cách chọn bộ tâm nội suy

Trong Mục này chúng tôi trình các tiêu chuẩn chọn bộ tâm hỗ trợ tính đạo

hàm như sau: Tiêu chuẩn láng giềng gần nhất, tiêu chuẩn n điểm tự nhiên, tiêu

chuẩn 4 góc phần tư và tiêu chuẩn góc đều (Xem [7] và các tài liệu tham khảo

của nó).
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2.2.1. Tiêu chuẩn láng giềng gần nhất

Ξζ bao gồm ζ và n điểm thuộc Ξ\{ζ} và gần ζ nhất.

2.2.2. Tiêu chuẩn n điểm tự nhiên

Ξζ bao gồm ζ và các điểm thuộc Ξ\{ζ} nằm trên 1 hặc 2 vành khuyên với

ζ là tâm.

2.2.3. Tiêu chuẩn 4 góc phần tư

Ξζ bao gồm ζ và 8 điểm thuộc Ξ \ {ζ}, trong đó mỗi cung phần tư chứa 2

điểm gần ζ nhất.

2.2.4. Tiêu chuẩn góc đều

Giả sử cho bộ tâm Ξ⊂Ω, Ξ∫ là các điểm nằm trong miền Ω, ∂Ξ := Ξ\Ξint

là các điểm nằm trên biên.

Với mỗi ζ ∈ Ξint , ta chọn tập Ξζ ⊂ Ξ. Đặt Ξζ = {ζ ,ξ1, ...,ξk}, trong đó các

điểm ξ1, ...,ξk được sắp xếp theo chiều ngược kim đồng hồ đối với ζ [2]. Xét

hàm chi phí

µ(ξ1,ξ2, ...,ξk) :=
k

∑
i=1

α
2
i .

Trong đó ký hiệu αi là góc giữa tia ζ ξi và tia ζ ξi+1 theo hướng ngược chiều

kim đồng hồ với chu kỳ ξk+1 := ξi. Hơn nữa chúng ta cần tính góc nhỏ nhất và

góc lớn nhất

α(ξ1, ...,ξk) = min{α1, ...,αk} , α(ξ1, ...,ξk) = max{α1, ...,αk} .

Vì
k
∑

i=1
αi = 2π nên biểu thức

k
∑

i=1
α2

i có thể đạt được giá trị cực tiểu duy nhất khi

α1 = ... = αk = 2π/k tức là, các tia ζ ξi sẽ cách đều nhau nếu ξ1, ...,ξk được

chọn tự do trong R2. Tuy nhiên, các điểm này bị phụ thuộc vào sự phân bố của

các điểm trong tập Ξ và vì vậy, khoảng cách ||ξi− ζ || nhỏ nhất có thể. Để đạt
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được mục đích cân bằng giữa µ nhỏ và khoảng cách cũng nhỏ, chúng tôi đưa

ra giới hạn là ξi phải được bao quanh bởi m điểm gần nhất với ζ và thuật toán

dừng nếu tập {ζ ,ξ1, ...,ξk} thỏa mãn

α(ξ1, ...,ξk)≤ vα(ξ1, ...,ξk).

Trong đó m > k và v > 1.0 là các tham biến được xác định theo kinh nghiệm.

Ý tưởng thuật toán

Với mỗi ζ ∈ Ξint , chọn tập các tâm địa phương ξi với i = 1, ...,k sao cho thỏa

mãn điều kiện thứ nhất là các tia liền kề ζ ξi và ζ ξi+1 tạo thành các góc đều nhất

có thể và điều kiện thứ hai là các tâm ξi với i = 1, ...,k gần tâm ζ nhất có thể.

Nội dung thuật toán

Input: Ξ, ζ .

Output: Ξζ .

Các tham biến: k là số các điểm ξi cần thiết trong tập Ξζ , m > k(số các tâm

nằm trong lân cận của ζ ) và v > 1 (giới hạn góc đều mà có thể chấp nhận được).

I. Tìm m điểm ξ1, ...,ξm gần ζ nhất với điều kiện ξ1, ...,ξm thuộc Ξ\{ζ},

sắp xếp các điểm ξ1, ...,ξm theo chiều tăng dần theo khoảng cách đến

ζ tập Ξζ ban đầu chứa ζ và k điểm đầu tiên, Ξζ := {ζ ,ξ1, ...,ξk}. Nếu

α(ξ1, ...,ξk)≤ vα(ξ1, ...,ξk) thì STOP: trả về Ξζ .

II. For i = k+1, ...,m

1. Tính các góc α ′1, ...,α
′
k+1 được tạo thành bởi tập mở rộng{
ξ
′
1, ...,ξ

′
k+1
}
= {ξ1, ...,ξk,ξi} .

2. Nếu góc giữa ζ ξi và góc giữa hai tia lân cận của nó đều lớn hơn góc

nhỏ nhất α ′ := α(ξ1, ...,ξk,ξi) thì:
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i. Tìm j sao cho α ′j = α ′. Chọn p = j hoặc p = j+1 phụ thuộc vào

α ′j−1 < α ′j+1 hoặc α ′j−1 ≥ α ′j+1.

ii. Nếu µ(
{

ξ ′1, ...,ξ
′
k+1

}
\
{

ξ ′p
}
)< µ(ξ1, ...,ξk) thì:

a. Cập nhật {ξ1, ...,ξk}=
{

ξ ′1, ...,ξ
′
k+1

}
\
{

ξ ′p
}
.

b. Nếu α(ξ1, ...,ξk)≤ vα(ξ1, ...,ξk) thì STOP: trả về tập hiện hành

Ξζ = {ζ ,ξ1, ...,ξk} .

III. Chú ý rằng trong trường hợp thuật toán không kết thúc sớm và α(ξ1, ...,ξk)>

vα(ξ1, ...,ξk) thỏa mãn tập hiện hành Ξζ = {ζ ,ξ1, ...,ξk}. Tìm j sao cho

α j = α(ξ1, ...,ξk). Chọn p = j hoặc p = j+1 phụ thuộc vào α j−1 < α j+1

hoặc α j−1 ≥ α j+1. STOP: trả về {ξ1, ...,ξk+1}\
{

ξp
}

Nhận xét:

1. Nếu thuật toán kết thúc bởi Bước III thì Ξζ chứa k+1 điểm (bao gồm cả ζ ).

2. m điểm gần nhất trong Bước I có thể được tìm thấy hiệu quả theo hướng

không lưới bằng cách sử dụng cấu trúc dữ liệu chuẩn space-partitioning như

kd-tree.

3. Dễ dàng thấy rằng việc chọn p trong bước II(2) i đảm bảo rằng

µ
{

ξ ′1, ...,ξ
′
k+1

}
\
{

ξ ′p
}
=min

{
µ(
{

ξ ′1, ...,ξ
′
k+1

}
\
{

ξ ′j

}
),
{

ξ ′1, ...,ξ
′
k+1

}
\
{

ξ ′j+1

}}
.

Một quan sát giống như áp dụng chọn p trong Bước III.

4. Trong trường hợp các miền phức tạp, nếu phần giữa của ζ và ξi cắt miền

biên thì nên bỏ các điểm ξi này đi ngay trong Bước I.

Đánh giá độ phức tạp của thuật toán

Mệnh đề 2.2.1. Cho N là các tâm rời rạc Ξ, Nint , là số các tâm thuộc tập

Ξint , k là số tâm trong bộ tâm cho hệ số nội suy RBF Ξζ và m(m > k) là
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số tâm gần ζ nhất. Khi đó độ phức tạp tính toán của thuật toán chọn tâm là

O(Nint .m.log(N)).

Chứng minh:

Đối với mỗi ζ ∈ Ξint ,

I. Tính chi phí tính toán đối với bước I

1. Thời gian tìm m điểm ξ1, ...,ξm gần ζ nhất là O(m.log(N)).

2. Thời gian sắp xếp m điểm ξi, i= 1, ...,m theo chiều tăng dần của khoảng

cách từ ξi đến ζ là O(m2).

3. Thời gian xác định k điểm đầu tiên là O(k).

II. Chi phí tính toán để loại bỏ điểm "xấu" và kết nạp điểm "tốt" trong m− k

tâm còn lại, theo nghĩa các tia liền kề ζ ξi và ζ ξi+1 tạo thành các góc đều

nhất như có thể và đồng thời các tâm ξi với i = 1, ...,k−1 gần tâm ζ nhất

có thể.

1. Chi phí tính toán đối với bước II.1 là O(k+1).

2. Chi phí tính toán đối với bước II.2.i là O(k+1)2.

3. Chi phí tính toán đối với bước II.2.ii là O(1).

Vì vậy chi phí tính toán đối với bước II. là O((m− k).log((k+1)2)).

III. Chi phí tính toán cần thiết khi thuật toán không kết thúc sớm là O(k2).

Vì vậy, độ phức tạp thuật toán của đoạn chương trình từ bước I đến bước

III là theo quy tắc cộng. Nên nó chính là độ phức tạp của bước I và nó

là O(m.log(N)). Hơn nữa, Nint là số nút trong tập Ξint nên độ phức tạp

của thuật toán chọn tâm là O(Nint .m.log(N)). Vì vậy mệnh đề 2.2.1 được

chứng minh [2].
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2.3. Tham số hình dạng của hàm RBF

Trong khuôn khổ luận văn này, chúng tôi không đề cập đến việc chọn tham

số hình dạng tối ưu với chi phí tính toán không đáng kể mà chỉ đề cập đến chọn

tham số hình dạng đảm bảo cho số điều kiện của ma trận nội suy chấp nhận

được.

Ta đã biết rằng chất lượng của các hàm nội suy RBF phụ thuộc nhiều vào

các tham số hình dạng δ > 0 trong φ(r) = φg(r/δ ),φimq(r/δ ). Hơn nữa, Các

tác giả G. F. Fasshauer, B.Fornberg đã chứng minh rằng số điều kiện của ma

trận nội suy tỉ lệ thuận với tham số hình dạng.

Vì vậy, các thử nghiệm để khảo sát trong luận văn này sẽ chọn giá trị tham

số hình dạng có giá trị lớn nhất trước khi ma trận nội suy của hệ phương trình

(2.1.8) vượt quá 1012 và chúng tôi gọi là tham số ‘safe’ hay tham số an toàn.

Trong trường hợp này, chúng tôi sử dụng phương pháp tìm kiếm nhị phân

2.4. Xấp xỉ đạo hàm nhờ véc tơ trọng số bởi nội suy hàm RBF

Với mỗi ζ ∈ Ξint :

1. Chọn bộ tâm hỗ trợ tính xấp xỉ đạo hàm Ξζ := {ξ1,ξ2, . . . ,ξk+1} với ξ1 := ζ ,

theo một tiêu chuẩn nào đó. Chẳng hạn 1 tiêu chuẩn trong Mục 2.2.

2. Tính ma trận nội suy Φ|Ξζ

Φ|Ξζ
=


Φ(0) ... Φ(ξ1−ξk+1)

... ... ...

Φ(ξk+1−ξ1) ... Φ(0)

 . (2.4.1)

3. Tính giá trị tham số hình dạng ’safe’ lớn nhất trước số điều kiện của ma trận

nội suy (2.4.1) vượt qua 1012.
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4. Sử dụng giá trị tham số hình dạng ’safe’ vừa tính tại bước 3 để tính véc tơ

trọng số theo công thức (2.1.7) là

w = [Φ|Ξζ
]−1DΦ(ζ − .)|Ξζ

. (2.4.2)

5. Tính xấp xỉ đạo hàm theo công thức (2.1.7) như sau

Ds(ζ ) =
k+1

∑
i=1

wi(ζ )u(ξi). (2.4.3)

2.5. Kết luận

Trong chương này chúng tôi tập trung chủ yếu vào trình bày cách tính véc tơ

trọng số nhờ nội suy hàm RBF, sau đó miêu tả lại một số cách tìm bộ tâm hỗ trợ

tính xấp xỉ đạo hàm, tiếp theo là cách tính tham số hình dạng ’safe’ dùng trong

luận văn này và cuối cùng là cách tính xấp xỉ đạo hàm nhờ véc tơ trọng số bởi

nội suy hàm cơ sở bán kính.

Từ những kiến thức trình bày trong chương này, ta có thể nhận thấy rằng:

Phương pháp tính xấp xỉ đạo hàm dựa trên nội suy RBF thích hợp trên miền

hình học phức tạp, không gian nhiều chiều, phân bố dữ liệu phân tán vì hàm

RBF là hàm khoảng cách khi đó trong không gian nhiều chiều thay vì phải làm

việc với hàm nhiều biến, ta chỉ cần làm việc với hàm một biến. Tuy nhiên, chi

phí bởi phương pháp này cao vì với mỗi điểm ζ ta cần phải đi tìm bộ tâm Ξζ và

cần tính véc tơ trọng số w bởi công thức (2.4.2). Hiện nay đã có nhiều cách tiếp

cận để khắc phục những nhược điểm của phương pháp này.

Trong chương tiếp theo chúng tôi tiến hành thử nghiệm để chứng tỏ rằng nếu

sử dụng phương pháp nội suy RBF mà dùng bộ tâm Ξζ không theo cách chọn

của thuật toán trong [3] với số tâm xung quanh ζ là 6 thì có thể cho kết quả

không tốt. Chúng tôi tiến hành bằng cách dùng ngay bộ tâm Ξζ theo cách chọn

của thuật toán chọn tâm trong [3] với giá trị k = 5,6,7,8,9, tiếp theo chúng tôi
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thử nghiệm với bộ tâm Ξζ theo tiêu chuẩn láng giềng gần nhất và n điểm tự

nhiên với n = 5,6,7,8,9.
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Chương 3

Thử nghiệm số

Độ chính xác của nội suy RBF phụ thuộc rất nhiều vào bộ tâm được chọn để

tính véc tơ trọng số. Vì vậy trong chương này, chúng tôi tập trung vào khảo sát

sự ảnh hưởng của bộ tâm được chọn để tính véc tơ trọng số cho tính xấp xỉ đạo

hàm nhờ nội suy RBF. Cụ thể hơn, chúng tôi khảo sát tham số k (số tâm được

chọn) trong các tiêu chuẩn chọn tâm, các tiêu chuẩn này đã được trình bày trong

chương 2. Mục đích của việc khảo sát này nhằm tìm ra (quy luật) số tâm được

chọn để tính véc tơ trọng số cho tính xấp xỉ đạo hàm nhờ nội suy RBF thường

bao nhiêu thì là tốt.

Phương pháp nội suy RBF trên dữ liệu phân bố phân tán (Dữ liệu do khảo

sát, đo đạc hoặc là kết quả của một thử nghiệm nào đó ...). Trong khuôn khổ

luận văn này, chúng tôi sử dụng dữ liệu có sẵn và được tải từ file dữ liệu và chỉ

thử nghiệm trên hàm RBF Gausian.

• Đối với các hàm ít dao động và dữ liệu phân bố tương đối đều, chúng tôi

sẽ thử với k điểm gần nhất, k = 5,6, . . . ,12.

• Đối với các hàm có đo dao động mạnh và dữ liệu phân bố thành cụm,

chúng tôi sẽ thử với k = 5,6, . . . ,12.
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3.1. Thử nghiệm

3.1.1. Rời rạc hóa bài toán

Cho D là toán tử đạo hàm, u là hàm cho trước, cần tìm f : Ω→ R thỏa mãn

Du = f on Ω,

u = g on ∂Ω.
(3.1.1)

Bài toán (3.1.1) được rời rạc trong dạng hệ phương trình tuyến tính đối với

véc tơ û=[ûξ ]ξ∈Ξ như sau:

∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ ûξ = f (ζ ), ζ ∈ Ξint; uξ = g(ξ ), ξ ∈ ∂Ξ, (3.1.2)

trong đó

1. Ξ⊂Ω là các tâm rời rạc.

2. ∂Ξ := Ξ∩∂ là các tâm rời rạc trên biên.

3. Ξint := Ξ\∂Ξ là tập các tâm nằm trong miền.

4. Ξζ là tập hợp các tâm gồm ζ và một số điểm lân cận được lựa chọn ξ ∈ Ξ.

5. wζ ,ξ ∈ R là các véctơ trọng số được chọn sao cho ∑ξ∈Ξζ
wζ ,ξ uξ là xấp xỉ

của Du(ζ ).

3.1.2. Các hàm thử và miền Ω tương ứng

Chúng tôi xét các hàm thử sau:

1. u1 = e−x2−y2
.

2. u2 = sin(πx)sin(πy).

3. u3 = log(x2 + y2).
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cùng với đạo hàm bậc nhất và đạo hàm bậc hai của nó như là vế phải của hệ

phương trình(3.1.2) được tính bởi các công thức:

1. Đạo hàm bậc nhất

Du :=
∂u
∂x

(x,y)+
∂u
∂y

(x,y) .

2. Đạo hàm bậc hai

D2u :=
∂ 2u
∂x2 (x,y)+

∂ 2u
∂y2 (x,y)+2

∂ 2u
∂x∂y

(x,y) .

3. Toán tử Laplace

∆u :=
∂ 2u
∂x2 (x,y)+

∂ 2u
∂y2 (x,y) .

Miền xác định của các hàm u1,u2,u3 được minh họa tương ứng trong hình

3.1 là

a. Các hàm u1 và u2 được xác định trong miền Ω hình vuông (−1,1)2.

b. Hàm u3 được xác định trong miền Ω hình vuông (0.01,1.01)2.

Lược đồ giải bài toán (3.1.2) như sau:

1. Với mỗi ζ ∈ Ξint

a. Chọn bộ tâm Ξζ .

b. Tính véctơ trọng số wζ ,ξ bởi công thức

w = [Φ|Ξζ
]−1DΦ(ζ − .)|Ξζ

.

2. Sử dụng các véctơ trọng số wζ ,ξ để tính Ds(ζ ).

3. Tính sai số vi phân rms bởi công thức

rmsed :=

(
1

#Ξint
∑

ζ∈Ξint

r2
ζ

)1/2

, rζ = f (ζ )− ∑
ξ∈Ξζ

wζ ,ξ u(ξ ) .
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(a) Ω là hình vuông (−1,1)2 tương ứng với hàm
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(b) Ω là hình vuông (0.01,1.01)2 tương ứng với hàm
u3 với 1940 điểm

Hình 3.1: Sự phân bố tâm

3.1.3. Mục đích của thử nghiệm

Mục đích của thử nghiệm để chứng tỏ rằng mỗi phương pháp đều có cách

chọn bộ tâm Ξζ theo cách riêng của nó để đảm bảo độ chính xác cao nhất. Hơn

nữa, nếu dùng phương pháp nội suy RBF thì ta có thể yên tâm sử dụng thuật

toán chọn tâm trong [3] với tham số k = 6.

3.2. Tính xấp xỉ đạo hàm cấp 1

Trong thử nghiệm, chúng tôi sử dụng hàm Gauss và dùng các hàm trong

phần 3.1.2 với các miền tương ứng. Bảng các hàm sử dụng trong thử nghiệm:

Các kết quả thử nghiệm của các hàm với sai số rms được minh họa qua các

bảng sau:
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Vế phải của phương trình (3.1.2) Nghiệm chính xác
f (x,y) := u′ (x,y)
= ∂u

∂x (x,y)+
∂u
∂y (x,y)

u(x,y)

u1 −2(x+ y)u(x,y) e−x2−y2

u2 π sinπ (x+ y) sin(πx)sin(πy)
u3

2(x+y)
x2+y2 log(x2 + y2)

Bảng 3.1: Các hàm sử dụng trong thử nghiệm tính xấp xỉ đạo hàm cấp 1

Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

155 1.9e-002 1.3e-002 1.1e-002 9.0e-003 6.1e-003 4.8e-003 2.4e-003 2.2e-003
659 3.4e-003 3.3e-003 2.7e-003 1.9e-003 1.1e-003 5.0e-004 2.2e-004 2.4e-004

2717 8.4e-004 7.4e-004 6.0e-004 3.9e-004 1.7e-004 1.2e-004 2.8e-005 2.5e-005
11033 2.1e-004 1.1e-004 7.9e-005 6.4e-004 4.7e-004 4.3e-004 6.4e-005 1.2e-004

Chọn n điểm gần nhất
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

155 1.3e-002 1.2e-002 1.1e-002 7.4e-003 5.0e-003 1.7e-003 1.3e-003 1.1e-003
659 3.4e-003 3.3e-003 2.6e-003 1.8e-003 8.1e-004 4.3e-004 2.0e-004 8.8e-005

2717 8.4e-004 7.4e-004 5.9e-004 3.6e-004 1.9e-004 1.6e-004 1.3e-004 3.2e-004
11033 2.1e-004 1.1e-004 7.8e-005 6.4e-004 5.2e-004 5.0e-004 4.4e-004 1.1e-003

Bảng 3.2: Sai số rms của xấp xỉ đạo hàm cấp 1 đối với hàm u1.

3.3. Tính xấp xỉ đạo hàm cấp 2

Các hàm trong phần 3.1.2 với các miền tương ứng được sử dụng trong thử

nghiệm tính xấp xỉ đạo hàm cấp 2 như sau:
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Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

155 1.4e-001 1.4e-001 1.2e-001 1.2e-001 1.1e-001 7.4e-002 7.3e-002 6.4e-002
659 3.6e-002 3.5e-002 2.9e-002 2.5e-002 1.9e-002 1.2e-002 4.8e-003 5.6e-003

2717 9.1e-003 8.5e-003 7.3e-003 5.2e-003 3.0e-003 1.8e-003 3.7e-004 2.7e-004
11033 2.3e-003 1.9e-003 1.6e-003 1.4e-003 9.6e-004 9.1e-004 1.8e-004 3.4e-004

Chọn n điểm gần nhất
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

155 1.8e-001 1.3e-001 1.1e-001 1.0e-001 1.1e-001 4.5e-002 2.4e-002 1.9e-002
659 4.0e-002 34e-002 2.8e-002 2.1e-002 1.7e-002 1.1e-002 7.2e-003 2.0e-003

2717 9.5e-003 8.4e-003 7.1e-003 4.8e-003 2.6e-003 1.7e-003 9.2e-004 5.3e-004
11033 2.3e-003 1.8e-003 1.5e-003 1.4e-003 1.1e-003 1.1e-003 1.0e-003 3.1e-003

Bảng 3.3: Sai số rms của xấp xỉ đạo hàm cấp 1 đối với hàm u2.

Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10

140 5.50e-001 1.75e-001 4.74e-001 6.40e-001 1.45e+000 1.67e+000
162 4.78e-001 4.48e-001 6.85e-001 2.97e+000 1.13e+000 1.97e+000
220 3.82e-001 3.28e-001 3.62e-001 6.17e-001 8.06e-001 3.67e-001
466 1.72e-001 1.19e-001 1.00e-001 1.77e-001 1.39e-001 9.55e-002
678 1.40e-001 7.98e-002 8.18e-002 1.60e-001 9.99e-002 8.05e-002

1220 5.82e-002 4.65e-002 4.48e-002 1.13e-001 5.35e-002 4.22e-002
1811 6.91e-002 3.50e-002 3.54e-002 1.25e-001 4.65e-002 3.31e-002
3110 6.14e-002 2.24e-002 2.45e-002 1.18e-001 5.26e-002 3.46e-002
4769 4.03e-002 1.93e-002 2.21e-002 1.26e-001 4.41e-002 3.56e-002

Chọn n điểm gần nhất
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10

140 6.68e-001 2.64e-001 3.51e-001 6.63e-001 2.25e+000 5.42e-001
162 6.82e-001 4.88e-001 5.19e-001 2.88e+000 2.18e+000 7.31e-001
220 1.07e+000 3.56e-001 2.44e-001 3.50e-001 2.98e-001 2.23e-001
466 4.74e-001 1.37e-001 8.52e-002 1.06e-001 7.28e-002 5.86e-002
678 1.38e-001 8.48e-002 7.32e-002 1.31e-001 7.32e-002 3.92e-002

1220 1.30e-001 4.98e-002 3.98e-002 8.96e-00 5.56e-002 4.84e-002
1811 4.92e-002 3.60e-002 3.35e-002 1.18e-001 4.54e-002 3.47e-002
3110 2.94e-002 2.38e-002 2.40e-002 1.11e-001 5.60e-002 3.28e-002
4769 2.01e-002 1.99e-002 2.11e-002 1.21e-001 4.53e-002 4.19e-002

Bảng 3.4: Sai số rms của xấp xỉ đạo hàm cấp 1 đối với hàm u3.
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Vế phải của phương trình (3.1.2) Nghiệm chính xác
f (x,y) := u′′ (x,y)
= ∂ 2u

∂x2 (x,y)+ ∂ 2u
∂y2 (x,y)+ ∂ 2u

∂x∂y (x,y)
u(x,y)

u1 4u(x,y)((x+ y)2−1) e−x2−y2

u2 2π2 cosπ (x+ y) sin(πx)sin(πy)
u3 − 8xy

(x2+y2)2 log(x2 + y2)

Bảng 3.5: Các hàm sử dụng trong thử nghiệm tính xấp xỉ đạo hàm cấp 2

Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

155 7.1e-002 5.5e-002 5.1e-002 5.8e-002 4.5e-002 4.0e-002 4.3e-002 3.5e-002
659 3.8e-002 2.3e-002 2.0e-002 1.5e-002 1.0e-002 7.3e-003 5.7e-003 6.0e-003

2717 1.9e-002 7.9e-003 6.5e-003 5.5e-003 2.1e-003 1.6e-003 1.6e-003 1.6e-003
11033 9.3e-003 1.9e-003 1.3e-003 3.2e-003 5.5e-003 5.0e-003 2.8e-003 2.8e-003

Chọn n điểm gần nhất
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

155 1.0e-001 5.7e-002 4.9e-002 4.2e-002 3.3e-002 2.4e-002 2.1e-002 1.7e-002
659 4.1e-002 2.3e-002 1.7e-002 1.1e-002 7.5e-003 4.4e-003 3.4e-003 2.6e-003

2717 1.9e-002 7.9e-003 5.1e-003 2.9e-003 1.5e-003 1.3e-003 1.3e-003 2.1e-003
11033 9.3e-003 2.0e-003 1.1e-003 3.0e-003 2.8e-003 2.6e-003 2.8e-003 5.2e-003

Bảng 3.6: Sai số rms của xấp xỉ đạo hàm cấp 2 đối với hàm u1.

3.4. Áp dụng giải phương trình Poisson với điều kiện biên Dirichlet

Trong phần này chúng tôi áp dụng cách tính véc tơ trọng số để tính đạo hàm

ở các phần trước vào giải phương trình Poisson với điều kiện biên Dirichlet. Các

hàm trong phần 3.1.2 với các miền tương ứng được sử dụng trong thử nghiệm

giải phương trình Poisson với điều kiện biên Dirichlet như

Lược đồ giải bài toán (3.1.2) như sau:

1. Với mỗi ζ ∈ Ξint

a. Chọn bộ tâm Ξζ .
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Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

659 7.3e-001 3.3e-001 2.5e-001 2.5e-001 2.4e-001 1.7e-001 1.5e-001 1.6e-001
2717 3.7e-001 1.2e-001 9.0e-002 7.6e-002 5.0e-002 2.9e-002 2.0e-002 1.8e-002

11033 1.9e-001 4.0e-002 2.7e-002 2.0e-002 2.1e-002 1.7e-002 1.7e-002 1.8e-002
Chọn n điểm gần nhất

# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11 k = 12
659 7.5e-001 3.7e-001 2.5e-001 2.0e-001 1.6e-001 1.2e-001 9.7e-002 7.1e-002

2717 3.8e-001 1.3e-001 7.6e-002 5.0e-002 2.8e-002 1.6e-002 1.3e-002 1.1e-002
11033 1.9e-001 4.1e-002 2.1e-002 1.4e-002 1.3e-002 1.4e-002 1.4e-002 2.7e-002

Bảng 3.7: Sai số rms của xấp xỉ đạo hàm cấp 2 đối với hàm u2.

Vế phải của phương trình (3.1.2) Nghiệm chính xác
∆u(x,y) := ∂ 2u

∂x2 (x,y)+ ∂ 2u
∂y2 (x,y) u(x,y)

u1 4(x2 + y2−1)e−(x
2+y2) e−x2−y2

u2 −2π2 sin(πx)sin(πy) sin(πx)sin(πy)
u3 0 log(x2 + y2)

Bảng 3.8: Các hàm sử dụng trong thử nghiệm tính xấp xỉ giải phương trình Poisson

b. Tính véctơ trọng số wζ ,ξ bởi công thức

w = [Φ|Ξζ
]−1

∆Φ(ζ − .)|Ξζ
.

2. Sử dụng các véctơ trọng số wζ ,ξ để tính ∆s(ζ ).

3. Tính sai số trung bình bình phương E của nghiệm xấp xỉ û với nghiệm chính

xác u bởi công thức

E =
( 1

N ∑
ζ∈Ξint

(ûζ −u(ζ ))2
)1/2

. (3.4.1)

trong đó N = #Ξint là số các điểm trong.

Các kết quả thử nghiệm của các hàm với sai số trung bình bình phương E được

minh họa qua các bảng sau:
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Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11

155 3.18e-003 3.12e-003 3.87e-003 3.73e-003 4.03e-003 2.76e-003 2.69e-003
659 7.90e-004 7.44e-004 9.57e-004 5.42e-004 9.58e-004 4.62e-004 2.51e-004

2717 1.91e-004 1.51e-004 1.18e-004 7.45e-005 4.40e-005 1.84e-004 1.74e-004
Chọn n điểm gần nhất

# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11
155 3.07e-003 2.43e-003 3.61e-003 3.58e-003 3.27e-003 2.13e-003 1.51e-003
659 5.32e-004 6.66e-004 7.89e-004 7.82e-004 5.93e-004 2.64e-004 1.41e-004

2717 8.61e-005 1.46e-004 1.41e-004 6.38e-005 3.77e-005 1.74e-004 1.50e-004

Bảng 3.9: Sai số trung bình bình phương E đối với hàm u1.

Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11

155 3.86e-002 1.57e-002 1.90e-002 2.04e-002 2.03e-002 2.13e-002 2.17e-002
659 4.50e-003 3.69e-003 4.65e-003 5.94e-003 7.93e-003 4.06e-003 2.60e-003

2717 1.55e-003 8.72e-004 1.18e-003 1.27e-003 1.04e-003 4.80e-004 2.78e-004
Chọn n điểm gần nhất

# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11
155 2.82e-002 1.55e-002 1.90e-002 1.96e-002 2.01e-002 1.27e-002 9.70e-003
659 7.64e-003 3.72e-003 4.43e-003 4.75e-003 4.62e-003 2.81e-003 1.70e-003

2717 3.16e-003 8.77e-004 1.05e-003 9.52e-004 7.20e-004 3.39e-004 1.82e-004

Bảng 3.10: Sai số trung bình bình phương E đối với hàm u2.
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Sử dụng thuật toán chọn trong [3]
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11

162 5.48e-003 2.71e-003 5.60e-003 6.01e-003 1.07e-002 3.32e-001 2.92e-002
220 5.77e-003 3.09e-003 1.78e-003 1.92e-003 2.05e-002 2.16e-002 3.05e-003
466 1.25e-003 9.66e-004 3.42e-004 4.56e-004 5.19e-003 1.24e-003 1.55e-003
678 1.15e-003 5.84e-004 4.95e-004 4.40e-004 4.88e-004 5.53e-004 5.40e-004

1220 9.25e-004 2.66e-004 9.35e-005 1.43e-004 4.86e-004 2.29e-004 7.22e-004
1811 5.22e-004 2.22e-004 8.16e-005 2.40e-004 2.94e-004 4.76e-004 4.34e-004
3110 2.59e-004 1.16e-004 5.69e-005 1.94e-004 1.10e-004 1.46e-004 1.49e-004
4769 1.72e-004 6.76e-005 3.59e-005 1.90e-004 6.96e-004 1.32e-004 1.58e-003

Chọn n điểm gần nhất
# k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 k = 11

162 2.78e-002 2.36e-002 1.30e-001 2.19e-001 2.41e-001 4.39e-001 1.63e-001
220 1.69e-002 1.19e-002 6.25e-003 3.51e-003 1.98e-003 2.39e-003 2.98e-003
466 1.15e-002 6.26e-003 4.20e-004 4.36e-004 6.98e-004 7.17e-004 5.53e-004
678 1.88e-002 2.12e-003 6.42e-004 6.37e-004 1.40e-003 1.45e-004 3.27e-004

1220 3.22e-002 8.01e-004 4.52e-004 2.78e-004 2.91e-004 2.47e-004 2.89e-004
1811 4.34e-003 1.36e-003 1.52e-004 1.32e-004 2.73e-004 1.54e-004 1.92e-004
3110 7.38e-003 2.46e-004 8.21e-005 1.57e-004 8.19e-005 1.75e-004 1.75e-004
4769 1.02e-002 4.90e-004 1.51e-004 1.13e-004 1.62e-004 2.64e-004 3.17e-004

Bảng 3.11: Sai số trung bình bình phương E đối với hàm u3.
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3.5. Kết luận

Kết quả thử nghiệm cho thấy rằng:

• Thuật toán chọn tâm là đặc biệt quan trọng đối với nội suy dữ liệu phân

tán trong trường hợp hàm có độ dao động lớn.

• Độ chính xác của nghiệm xấp xỉ phụ thuộc rất nhiều vào số lượng tâm

được chọn để nội suy.

• Với hàm có độ dao động ít hay dữ liệu phân bố tương đối đều thì ta chỉ cần

chọn các tâm gần với vị trí cần nội suy nhất và có thể lấy các tâm nằm trên

hai vành khuyên đầu tiên với vị trí tâm vành khuyên gần với ζ .

• Khi sử dụng thuật toán chọn tâm được trình bày trong luận văn này và các

thí dụ là bài toán khó thì số tâm được chọn là 6, thường xuyên cho kết quả

tốt nhất.
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KẾT LUẬN

Trong quá trình tìm hiểu và nghiên cứu đề tài: "Nghiên cứu sự ảnh hưởng

của bộ tâm nội suy đến độ chính xác của xấp xỉ đạo hàm dựa trên nội suy hàm

cơ sở bán kính", chúng tôi đã thu được những kết quả sau:

• Tìm hiểu những kiến thức cơ sở xung quanh luận văn, từ đó hoàn thiện

thêm một số kiến thức nền tảng cho tính toán khoa học.

• Tìm hiểu cách tính đạo hàm dựa trên nội suy hàm RBF.

• Tìm hiểu một vài tiêu chuẩn chọn bộ tâm nội suy.

• Cài đặt chương trình thử nghiệm để rút ra một số kết luận.
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