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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài

Lý thuyết tập mờ có ứng dụng trong nhiều lĩnh vực như thống kê, giải

tích số, kỹ thuật điều khiển, xử lý hình ảnh và tín hiệu, kỹ thuật y sinh... Lý

thuyết điều khiển mờ có ưu điểm vượt trội trong lĩnh vực tự động hóa và kỹ

thuật với khả năng xử lý nhiều bài toán thực tế mà khó có thể mô tả bằng

công thức toán học chính xác và điều khiển bằng các kỹ thuật thông thường

[11, 33, 35].

Khi một vấn đề trong thế giới thực được mô hình hóa thành các bài toán

giá trị ban đầu của một phương trình vi phân thường hoặc phương trình đạo

hàm riêng thì hoặc là các dữ kiện ban đầu không được biết chính xác hoặc là

các hàm phụ thuộc chứa các thông số không chắc chắn hoặc là điều kiện biên

có sai số . . . Vì vậy, yêu cầu thiết yếu được đặt ra là làm thế nào để giải quyết

các bài toán có chứa yếu tố mơ hồ, không chắc chắn này? Câu trả lời được đề

xuất lần đầu tiên bởi Giáo sư Lotfali Askar Zadeh, với các khái niệm cơ bản về

lý thuyết tập mờ [59] và sau đó là lý thuyết logic mờ (năm 1973). Mặc dù vậy,

tầm quan trọng của lý thuyết mờ và logic mờ chỉ được khẳng định khi trung

tâm nghiên cứu logic mờ của Nhật Bản thành lập vào năm 1989. Sau khi có

nhiều ứng dụng có ý nghĩa trong thực tiễn, lý thuyết mờ đã được cộng đồng

khoa học thế giới ghi nhận, đánh dấu bởi sự kiện Viện kỹ thuật Điện và Điện

tử của Mỹ cho thành lập tạp chí "Fuzzy Sets and Systems" năm 1978 và tạp

chí “IEEE Transactions on Fuzzy Systems” vào năm 1993. Cho tới ngày nay,

có rất nhiều sản phẩm điện tử sử dụng công nghệ logic mờ như: máy điều hòa

nhiệt độ, máy giặt, máy rửa bát, thang máy, máy ảnh, trí tuệ nhân tạo trong
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các trò chơi điện tử, . . .

Trong lý thuyết tập hợp cổ điển, mức độ thuộc của các phần tử vào một

tập hợp được đánh giá theo hai khía cạnh - một phần tử thuộc hoặc không

thuộc tập hợp. Lý thuyết tập mờ cho phép ta đánh giá mức độ thuộc của các

phần tử vào một tập hợp một cách "từ từ". Điều này được mô tả bởi một

hàm thể hiện "mức độ thuộc" lấy giá trị trong đoạn [0, 1] (hàm thuộc). Tập

mờ tổng quát hơn các tập hợp cổ điển, vì hàm đặc trưng của tập hợp cổ điển

là một hàm thuộc đặc biệt của tập mờ, nó chỉ nhận các giá trị 0 hoặc 1. Tuy

nhiên, khái niệm về tập mờ quá rộng và tổng quát, vì vậy một số hạn chế

thường được áp đặt cho các tập mờ. Khi nghiên cứu về giải tích mờ, người ta

thường xét các bài toán trên các tập mờ có dạng u : Rn → [0, 1] thỏa mãn một

số tính chất về tính lồi, compact và nửa liên tục trên (được trình bày cụ thể

trong Chương 1). Tập hợp tất cả các tập mờ có các tính chất như trên được

kí hiệu là En, và được gọi là không gian các số mờ. Để đơn giản, trong luận

án này, chúng tôi trình bày các kết quả với n = 1, và kí hiệu E là không gian

các số mờ u : R → [0, 1]. Với α ∈ [0, 1], ta kí hiệu tập mức của một số mờ u là

[u]α, với [u]α được xác định bởi

[u]α = {x ∈ R : u(x) ≥ α}, α ∈ (0, 1]; [u]0 = {x ∈ R : u(x) > 0}.

Khi đó, không gian (E, d∞) là không gian metric đầy đủ [22], với metric d∞

được xác định bởi

d∞(u, v) = sup
0≤α≤1

dH([u]α, [v]α),

ở đó dH là khoảng cách Haussdorf giữa hai tập hợp. Phép cộng và phép nhân

vô hướng trong tập các số mờ E được xác định bởi tập mức như sau:

[u⊕ v]α = {x+ y : x ∈ [u]α, y ∈ [v]α} = [u]α + [v]α;

[λ.u]α = {λx : x ∈ [u]α} = λ.[u]α;α ∈ [0, 1], u, v ∈ E, λ ∈ R.

Với phép cộng và phép nhân vô hướng được định nghĩa như trên, (E,⊕, .) trở

thành một không gian nửa tuyến tính khi các điều kiện về tính giao hoán, kết
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hợp của phép ”⊕ ” và ”.” được thỏa mãn. Tuy nhiên rất không may mắn rằng

khi chuyển các phép toán giữa các số mờ về các phép toán giữa các tập hợp,

từ phản ví dụ rằng tổng [0, 1] + (−1).[0, 1] = [0, 1] + [−1, 0] = [−1, 1] ̸= {0} ta

suy ra rằng hiệu hai phần tử bất kì trong E (định nghĩa theo tập hợp thông

thường) không phải lúc nào cũng tồn tại (trong E), cùng với đó là việc không

tồn tại phần tử đối của một phần tử bất kì và phép phân phối

(λ1 + λ2)u = λ1u⊕ λ2u

không đúng với λ1, λ2 ∈ R tùy ý. Do đó, (E,⊕, .) không phải là một không

gian tuyến tính trên R. Hệ quả kéo theo đó là (E, ||.||), ở đó ||u|| := d∞(u, 0̂),

không phải là không gian định chuẩn, không là không gian Banach cũng như

không thể trang bị tích vô hướng trên E để biến E thành không gian Hilbert.

Do đó mọi kết quả được xây dựng trên nền tảng vững chắc của giải tích thực,

giải tích hàm, các kết quả giải tích trong không gian Banach không còn hữu

dụng trong không gian này. Hơn nữa, (E, d∞) không là không gian khả ly

và cũng không compact địa phương (xem Chương 8, [12]). Do đó các phương

pháp lập luận liên quan đến tập đếm được trù mật hay phương pháp xấp xỉ

Galerkin, phương pháp đánh giá năng lượng hoặc sử dụng các định lý nhúng

compact hầu như khó có thể sử dụng trong không gian này. Việc thiếu đi tính

chất tuyến tính của (E,⊕, .), tính khả ly và compact địa phương của (E, d∞)

khiến cho các nghiên cứu giải tích trên nền không gian các số mờ gặp rất nhiều

khó khăn. Và đây cũng là lý do chính, bên cạnh lý do về tính ứng dụng cao

trong thực tế của logic mờ và điều khiển mờ, khiến cho giải tích mờ trở thành

nhánh nghiên cứu mới thu hút được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà

toán học trong thời gian gần đây.

Hiện nay, các hướng nghiên cứu về phương trình vi phân, phương trình

vi tích phân và phương trình đạo hàm riêng mờ được xem như là một sự mở

rộng có ý nghĩa và đang thu hút được nhiều nhà khoa học ngoài nước cũng

như trong nước quan tâm nghiên cứu bởi tính ứng dụng của những mô hình
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này. Từ khi ra đời cho đến nay, hơn nửa thế kỉ, lý thuyết mờ nói chung và giải

tích mờ nói riêng vẫn trên con đường tự hoàn thiện. Do vậy, lý thuyết phương

trình vi phân mờ, phương trình đạo hàm riêng mờ vì thế cũng trên con đường

tự hoàn chỉnh theo.

Năm 1987, Kaleva [30] là người đầu tiên đưa ra hướng nghiên cứu về phương

trình vi phân mờ dựa trên khái niệm đạo hàm Hukuhara [50], đặt nền móng

cho nhiều phát triển sau đó. Cho đến nay, nhiều vấn đề trọng tâm của lý thuyết

phương trình vi phân mờ đã được nghiên cứu, với số lượng các công trình được

công bố tăng nhanh chóng [15, 16, 38, 41, 53]. Tuy nhiên, đạo hàm Hukuhara

có nhược điểm là đường kính tập mức của một hàm khả vi Hukuhara luôn

tăng. Điều này gây khó khăn khi nghiên cứu dáng điệu tiệm cận hay tính tuần

hoàn của nghiệm. Năm 2005, Bede và Gal [13] đưa ra các khái niệm đạo hàm

suy rộng cho các hàm giá trị số mờ, mở rộng của khái niệm đạo hàm Hukuhara,

trong đó tập mức của một hàm giá trị số mờ khả vi suy rộng có thể có đường

kính giảm. Phương trình vi phân mờ dưới khái niệm đạo hàm suy rộng cũng

đã được nghiên cứu bởi nhiều nhà toán học (xem [7, 13, 14, 31, 54, 55, 57]).

Phương trình đạo hàm riêng mờ được Buckley và Feuring đưa ra năm 1999

[16], trong đó các tác giả sử dụng khái niệm hàm mờ khả vi của Puri và Ralescu

để xây dựng quy trình tìm nghiệm mờ dựa trên tính liên tục của nguyên lý suy

rộng Zadeh, tuy nhiên kết quả mới chỉ đạt được cho một số dạng phương trình

đạo hàm riêng tuyến tính cấp một đơn giản. Sau đó, Allahviranloo (2011) và

các cộng sự [8] cũng áp dụng quy trình của Buckley và Feuring kết hợp với

phương pháp lặp biến thiên để tìm nghiệm mờ của một số lớp phương trình

dạng sóng một chiều và hai chiều. Trong bài báo của Bertone cùng các cộng sự

công bố năm 2013 [15], các tác giả đã nghiên cứu một số tính chất của nghiệm

mờ của một số lớp phương trình kinh điển dạng phương trình truyền nhiệt,

phương trình truyền sóng, phương trình Poisson với các tham số mờ. Họ áp

dụng quy trình mờ hóa nghiệm cổ điển kết hợp với tính liên tục của nguyên lý
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suy rộng Zadeh để chứng minh được một số tính chất định tính của nghiệm mờ

thông qua các tập mức. Bên cạnh đó, một số nhà nghiên cứu đã thành công

trong việc mô hình hóa các quá trình trong thế giới thực bởi phương trình đạo

hàm riêng mờ. Trong bài báo [29], Jafelice và các cộng sự đã sử dụng phương

trình khuyếch tán với các tham số mờ để mô hình hóa cho sự chiếm giữ lãnh

thổ và sự dịch chuyển của loài kiến xén lá ở rừng Amazon. Phương pháp dùng

mô hình khuyếch tán mờ của Jafelice tỏ ra ưu việt hơn các mô hình truyền

thống ở chỗ nó có thể tích hợp những yếu tố không chắc chắn, không rõ ràng

vào các hệ sinh học. Chúng ta có thể tìm thấy mô hình của phương trình đạo

hàm riêng mờ trong công nghiệp dầu mỏ trong cuốn sách của Nikravesh năm

2004 [47]. Trường hợp tổng quát, các quá trình công nghiệp trong tự nhiên

thường phức hợp và không chắc chắn. Do đó các nghiên cứu về phương trình

đạo hàm riêng mờ là có ý nghĩa quan trọng trong cả lý thuyết và thực hành.

Nhưng cho đến nay, các nghiên cứu về lĩnh vực này còn rất ít và mới chỉ dừng

lại ở những kết quả ban đầu cho những lớp phương trình đơn giản.

Được thúc đẩy bởi các lý do nêu trên, chúng tôi chọn đề tài "Bài toán biên

đối với phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic" với mong muốn bước

đầu góp phần xây dựng lý thuyết toán học chặt chẽ nghiên cứu về các bài toán

biên cho phương trình đạo hàm riêng có ẩn hàm nhận giá trị số mờ. Các kết

quả nhận được là sự tồn tại nghiệm và một số tính chất định tính của nghiệm

của bài toán biên địa phương (local) cho phương trình hyperbolic mờ có trễ và

phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số trong các miền

bị chặn và miền không bị chặn.

2. Mục đích - Đối tượng - Phạm vi nghiên cứu của luận án

• Mục đích của luận án là nghiên cứu tính giải được cũng như một số tính

chất định tính của nghiệm của một số lớp phương trình đạo hàm riêng

mờ. Một số quy trình tìm nghiệm mờ xấp xỉ cũng được đưa ra trong ví

dụ minh họa cụ thể.
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• Đối tượng nghiên cứu của luận án là phương trình hyperbolic mờ có trễ

và phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số.

• Phạm vi nghiên cứu của luận án bao gồm:

◦ Các kết quả về lý thuyết điểm bất động trong các không gian trừu

tượng, không gian metric, không gian metric nửa tuyến tính.

◦ Lý thuyết giải tích mờ: tính liên tục, tính khả vi Hukuhara suy

rộng, tính khả vi Caputo suy rộng và mối quan hệ giữa các khái

niệm trên.

◦ Ứng dụng giải tích mờ, lý thuyết điểm bất động để nghiên cứu bài

toán biên cho lớp phương trình vi phân, phương trình đạo hàm riêng

mờ.

3. Phương pháp nghiên cứu

• Sử dụng kiến thức về giải tích hàm, không gian metric và lý thuyết điểm

bất động, giải tích đa trị, lý thuyết độ đo, giải tích mờ, giải tích tập hợp.

• Sử dụng phương pháp phần tử bị chặn, nguyên lý suy rộng Zadeh để xây

dựng thuật toán tìm nghiệm mờ.

4. Cấu trúc và các kết quả của luận án

Ngoài phần Mở đầu, Kết luận, Danh mục công trình đã công bố và Tài

liệu tham khảo, luận án được chia làm 4 chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị: Trong chương này, chúng tôi trình bày một

số kiến thức cơ sở về lý thuyết tập mờ, số mờ và giải tích mờ được tổng kết từ

các cuốn sách chuyên khảo của B. Bede [12] và Lakshmikantham [37].

Chương 2. Bài toán biên đối với phương trình hyperbolic mờ có

trễ: Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu tính giải được của phương trình

hyperbolic mờ có trễ với đạo hàm Hukuhara suy rộng trên miền bị chặn và

miền vô hạn. Một số ví dụ được chúng tôi đưa ra trong phần cuối chương để
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minh họa cho các kết quả đạt được.

Chương 3. Bài toán biên đối với phương trình đạo hàm riêng mờ

dạng hyperbolic bậc phân số: Trong phần đầu chương, chúng tôi xây dựng

khái niệm tích phân Riemann-Liouville và đạo hàm Caputo bậc phân số cho

hàm hai biến giá trị số mờ. Sau đó, chúng tôi nghiên cứu tính giải được của bài

toán biên đối với phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân

số trên miền bị chặn và trên miền vô hạn.

Chương 4. Một số tính chất định tính của nghiệm của phương trình

đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số: Chương 4 nghiên cứu

về tính ổn định Ulam, tính ổn định theo nghĩa Lyapunov của bài toán biên

địa phương cho phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số.

Các kết quả chính của luận án đã được công bố trong 04 bài báo trên các

tạp chí khoa học chuyên ngành (liệt kê ở mục "Danh mục công trình khoa học

của tác giả liên quan đến luận án"), 01 bài đã được nhận đăng. Các nội dung

chính trong luận án đã được báo cáo tại:

1) Seminar của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán - Tin, Trường Đại học Sư

phạm Hà Nội;

2) Seminar Tối ưu và điều khiển, Viện Toán học, Viện hàn lâm Khoa học

và Công nghệ Việt Nam.

3) Seminar của phòng Phương trình vi phân, Viện Toán học, Viện hàn lâm

Khoa học và Công nghệ Việt Nam.

4) Seminar Phương pháp giải phương trình vi phân, Viện Công nghệ thông

tin, Viện hàn lâm Khoa học và Công nghệ Việt Nam.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này, chúng tôi trình bày các kiến thức cơ sở về tập mờ, số

mờ và các phép toán giải tích trên tập các số mờ cùng những ví dụ minh họa

cụ thể. Các kiến thức này được trích từ hai cuốn sách chuyên khảo của Bede

[12], Lakshmikantham và Mohapatra [37].

Như đã giới thiệu trong phần Mở đầu, không gian các số mờ E không là

không gian tuyến tính. Các tính chất thường được sử dụng khi làm việc với

giải tích mờ tập trung khai thác về tính đầy đủ của không gian metric (E, d∞)

cùng với một số tính chất bất biến theo phép cộng và tịnh tiến của metric

d∞. Một trong những phương pháp khắc phục khó khăn về tính không tuyến

tính của không gian (E,⊕, .) là tìm cách định nghĩa hiệu của hai số mờ một

cách thích hợp, trong đó tiêu biểu có thể kể đến là hiệu Hukuhara và hiệu

Hukuhara suy rộng (Mục 1.1). Mục 1.2 giới thiệu về các phép toán giải tích

của hàm nhận giá trị số mờ, trong đó đặc biệt kể đến khái niệm đạo hàm theo

nghĩa Hukuhara suy rộng (Mục 1.2.2). Mục 1.3 trình bày một số khái niệm về

giải tích bậc phân số cho các hàm nhận giá trị số mờ. Ngoài ra, một số định lý

điểm bất động bao gồm Nguyên lý ánh xạ co Banach, Định lý Arzelà-Ascoli,

Định lý điểm bất động Schauder cho không gian metric nửa tuyến tính sẽ được

nhắc lại trong Mục 1.4.
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1.1. Không gian metric các số mờ

1.1.1. Tập mờ

Định nghĩa 1.1. [59] Cho tập hợp X khác rỗng. Một tập mờ A trên không

gian X được đặc trưng bởi hàm thuộc u : X → [0, 1], trong đó u(x) thể hiện

mức độ thuộc của x đối với tập A.

Ta đồng nhất tập mờ A với hàm thuộc u(x) của nó và kí hiệu F(X) là tập

tất cả các tập mờ trên không gian X. Khi đó, mỗi tập cổ điển là một tập mờ

với hàm thuộc là một hàm đặc trưng của tập cổ điển.

Tập rỗng là tập mờ với hàm thuộc

u(x) = 0, ∀x ∈ X. Tập X là tập mờ

với hàm thuộc u(x) = 1, ∀x ∈ X.

Ví dụ 1.1. Hình 1 mô tả một tập

mờ được biểu diễn dưới biến ngôn

ngữ "các số thực gần 0" với hàm

thuộc u : R → [0, 1] xác định bởi

u(x) =
1

1 + x2
.
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Hình 1. Tập mờ mô tả các số thực gần 0.

1.1.2. Nguyên lý suy rộng Zadeh

Định nghĩa 1.2. [60] Cho hai tập hợp X, Y khác rỗng và u là tập con mờ

của X. Mở rộng Zadeh của hàm f : X → Y là hàm F : F(X) → F(Y ) sao

cho v = F (u), trong đó

v(y) =


sup

x∈f−1(y)

u(x) nếu f−1(y) ̸= ∅,

0 nếu f−1(y) = ∅.
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Ví dụ 1.2. [25] Cho hàm f : R → R xác định bởi

f(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0.

Theo Định nghĩa 1.2, ta có thể mở rộng hàm f thành hàm F : F(R) → F(R)

và với mỗi u ∈ F(R), v = F (u) = au+ b, trong đó

v(y) =


sup

x∈f−1(y)

u(x) nếu f−1(y) ̸= ∅,

0 nếu f−1(y) = ∅.

Vì f−1(y) =
y − b

a
nên ta có

v(y) = u
(y − b

a

)
,∀y ∈ R.

Định lí 1.1. [45] Giả sử u là một tập con mờ của R và F : F(R) → F(R) là

mở rộng Zadeh của hàm liên tục f : R → R. Khi đó, với mọi α ∈ [0, 1], ta có

[F (u)]α = f([u]α).

Ví dụ 1.3. [11] Cho tập mờ u : R → [0, 1] xác định bởi

u(x) =

4(x− x2) nếu x ∈ [0, 1]

0 nếu x /∈ [0, 1].

Dễ thấy

[u]α =
[1
2
(1−

√
1− α),

1

2
(1 +

√
1− α)

]
,∀α ∈ [0, 1].

Xét hàm f(x) = x2 với x ≥ 0. Vì f tăng nên ta có

f([u]α) =
[
f
(1
2
(1−

√
1− α)

)
, f

(1
2
(1 +

√
1− α)

)]
=

[1
4
(1−

√
1− α)2,

1

4
(1 +

√
1− α)2

]
.

Do đó, theo Định lý 1.1, hàm F : F([0,∞)) → F([0,∞)), mở rộng Zadeh của

hàm f , có tập mức α là

[F (u)]α =
[1
4
(1−

√
1− α)2,

1

4
(1 +

√
1− α)2

]
.
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1.1.3. Không gian metric các số mờ

Định nghĩa 1.3. [22] Cho một tập con mờ của đường thẳng thực u : R →

[0, 1]. Khi đó, u được gọi là một số mờ nếu nó thỏa mãn các tính chất sau:

i) u chuẩn tắc, tức là tồn tại x0 ∈ R sao cho u(x0) = 1;

ii) u lồi mờ, theo nghĩa với x, y ∈ R và 0 < λ ≤ 1:

u(λx+ (1− λ)y) ≥ min{u(x), u(y)};

iii) u nửa liên tục trên trên R (u nửa liên tục trên tại x0 nếu với mọi ε > 0, tồn

tại δ > 0 sao cho với mọi x thỏa mãn |x−x0| < δ thì u(x)−u(x0) < ε).;

iv) [u]0 = {x ∈ R : u(x) > 0} là tập compact trong R.

Kí hiệu E là không gian các số mờ và [u]α là tập mức của số mờ u, trong

đó [u]α được xác định bởi

[u]α =

{x ∈ R : u(x) ≥ α}, α ∈ (0, 1]

{x ∈ R : u(x) > 0}, α = 0.

Định lí 1.2. [44] (Định lý Stacking) Nếu u ∈ E và [u]α là tập mức của nó

thì:

(i) [u]α là một khoảng đóng, [u]α = [u−α , u
+
α ], với mọi α ∈ [0, 1];

(ii) Nếu 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1 thì [u]α2 ⊆ [u]α1 .

(iii) Mọi dãy {αn} đơn điệu tăng hội tụ dưới tới α ∈ (0, 1], ta có

∞∩
n=1

[u]αn = [u]α.

(iv) Mọi dãy {αn} đơn điệu giảm hội tụ trên tới 0, ta có

cl
( ∞∪
n=1

[u]αn

)
= [u]0.
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Định lí 1.3. [44] (Định lý đặc trưng Negoita-Ralescu) Giả sử {Mα : α ∈ [0, 1]}

là họ các tập con của R thỏa mãn các điều kiện

(i) Mα là một khoảng đóng khác rỗng với mọi α ∈ [0, 1];

(ii) Nếu 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1 thì Mα2 ⊆Mα1 ;

(iii) Mọi dãy {αn} đơn điệu tăng hội tụ dưới tới α ∈ (0, 1], ta có

∞∩
n=1

Mαn
=Mα;

(iv) Mọi dãy {αn} đơn điệu giảm hội tụ trên tới 0, ta có

cl
( ∞∪
n=1

Mαn

)
=M0.

Khi đó, tồn tại duy nhất u ∈ E sao cho [u]α =Mα với mọi α ∈ [0, 1].

Định lí 1.4. [24] Giả sử u ∈ E và [u]α = [u−α , u
+
α ], 0 < α ≤ 1. Khi đó, các

hàm u−, u+ : [0, 1] → R thỏa mãn các tính chất sau

i) u−(α) = u−α là hàm không giảm, bị chặn và liên tục trái theo α ∈ (0, 1]

và liên tục phải tại 0;

ii) u+(α) = u+α là hàm không tăng, bị chặn và liên tục trái theo α ∈ (0, 1]

và liên tục phải tại 0;

iii) u−1 ≤ u+1 .

Ngược lại, nếu các hàm u−, u+ : [0, 1] → R thỏa mãn các điều kiện i) - iii) thì

tồn tại số mờ u ∈ E sao cho tập mức [u]α = [u−α , u
+
α ].

Ta kí hiệu đường kính tập mức của số mờ u là len[u]α và ta có

len[u]α = u+α − u−α .
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Ví dụ 1.4. Số mờ tam giác. Cho a < b < c. Xét số mờ có hàm thuộc xác

định bởi

u(x) =



x− a

b− a
nếu a ≤ x ≤ b

c− x

c− b
nếu b ≤ x ≤ c

0 nếu x /∈ [a, c].

Đồ thị của u được mô tả trong Hình 2. Tập mức của u có dạng

[u]α = [(b− a)α+ a, (b− c)α+ c], α ∈ [0, 1].

Ta gọi số mờ như vậy là số mờ tam giác và viết gọn dưới dạng u = (a, b, c).

0 a b c

1

u(x)

x

Hình 2. Số mờ tam giác.

O
a b c d

1

u(x)

x

Hình 3. Số mờ hình thang.

Ví dụ 1.5. Số mờ hình thang. Cho a < b < c < d. Xét số mờ có hàm thuộc

u xác định bởi

u(x) =



x− a

b− a
nếu a ≤ x ≤ b

1 nếu b ≤ x ≤ c

d− x

d− c
nếu c ≤ x ≤ d

0 nếu x /∈ [a, d].

Đồ thị của u được mô tả trong Hình 3. Tập mức của u có dạng

[u]α = [(b− a)α+ a, (c− d)α+ d], α ∈ [0, 1].
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Ta gọi số mờ như vậy là số mờ hình thang và viết gọn dưới dạng u = (a, b, c, d).

Giả sử u, v là hai số mờ với các tập mức [u]α = [u−α , u
+
α ], [v]α = [v−α , v

+
α ].

Sử dụng Định lý 1.4, ta định nghĩa tổng của hai số mờ và tích vô hướng của

phần tử k ∈ R với số mờ thông qua tập mức. Tổng u và v, được kí hiệu u⊕ v,

là một số mờ với tập mức được xác định bởi:

[u⊕ v]
α
= [u−α + v−α , u

+
α + v+α ].

Với k ∈ R, tích của k với u, được kí hiệu bởi ku, là một số mờ với tập mức

được xác định bởi

[ku]α =

[ku−α , ku
+
α ], k ≥ 0,

[ku+α , ku
−
α ], k < 0.

Hiệu Hukuhara của u, v được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.4. [28] Cho u, v ∈ E. Nếu tồn tại ω ∈ E sao cho u = v⊕ ω thì

ω được gọi là hiệu Hukuhara của u và v, ký hiệu là u⊖H v.

Dễ thấy rằng u⊖H v ̸= u⊕ (−1)v. Hơn nữa, nếu u⊖H v tồn tại thì nó là

duy nhất và [u⊖H v]α = [u−α − v−α , u
+
α − v+α ] với mọi 0 ≤ α ≤ 1.

Mệnh đề 1.1. [56] Sự tồn tại hiệu Hukuhara u⊖H v được đảm bảo khi và chỉ

khi các điều kiện sau thỏa mãn:

(i) len[u]α ≥ len[v]α với mọi 0 ≤ α ≤ 1,

(ii) u−α − v−α đơn điệu tăng theo α,

(iii) u+α − v+α đơn điệu giảm theo α.

Một số tính chất sau đúng với các phép toán trên E. Kết quả được trích

từ Bổ đề 2.3 trong bài báo số 2 trong Danh mục công trình khoa học của tác

giả liên quan đến luận án.

Mệnh đề 1.2. Với mọi u, v, w ∈ E ta có:

1) (−1)(u⊕ v) = (−1)u⊕ (−1)v.
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2) Nếu u⊖H v tồn tại thì (−1)u⊖H (−1)v tồn tại và (−1)(u⊖H v) = (−1)u⊖H
(−1)v.

3) Nếu u⊖H(v⊕w) tồn tại thì u⊖Hv⊖Hw tồn tại và u⊖H(v⊕w) = u⊖Hv⊖Hw.

4) Nếu u⊖H v và v⊖H w tồn tại thì u⊖H (v⊖H w) tồn tại và u⊖H (v⊖H w) =

(u⊖H v)⊕ w.

Chứng minh. Dễ thấy các tính chất 1) và 2) đúng. Ta chứng minh tính chất 3).

Vì u⊖H (v⊕w) tồn tại nên giả sử u⊖H (v⊕w) = e ∈ E. Khi đó, u = e⊕v⊕w.

Theo định nghĩa hiệu Hukuhara ta có u⊖H v = e⊕ w hay u⊖H v ⊖H w = e.

Do đó, u⊖H (v ⊕ w) = u⊖H v ⊖H w.

4) Giả sử u⊖H v và v⊖Hw tồn tại, khi đó tồn tại e, g ∈ E sao cho u⊖H v = e

và v ⊖H w = g. Từ đó ta suy ra u = v ⊕ e, v = w ⊕ g.

Do đó u = w ⊕ g ⊕ e hay u⊖H g = e⊕ w.

Nhận xét 1.1. Hiệu Hukuhara có tính chất u⊖H u = 0̂. Tuy nhiên, hiệu này

không tồn tại trong trường hợp đường kính của số mờ u nhỏ hơn đường kính

số mờ v. Do đó, một khái niệm mở rộng hơn khái niệm hiệu Hukuhara được

đưa ra trong [56] để khắc phục hạn chế trên.

Định nghĩa 1.5. [56] Cho u, v ∈ E, hiệu Hukuhara suy rộng của u và v, kí

hiệu bởi u⊖gH v, được xác định bởi phần tử w ∈ E sao cho

u⊖gH v = w ⇐⇒

 (i) u = v ⊕ w

(ii) v = u⊕ (−1)w.

Chú ý rằng u⊖gH u = 0̂, và nếu u⊖H v tồn tại thì u⊖gH v = u⊖H v. Nếu

(i) và (ii) trong Định nghĩa 1.5 đồng thời thỏa mãn thì w là một số thực thông

thường. Dễ thấy rằng u ⊖gH u = 0̂ và hiệu Hukuhara suy rộng tồn tại trong

nhiều trường hợp hơn hiệu Hukuhara, nhưng nó không luôn luôn tồn tại trong

E. Ví dụ sau trình bày một trường hợp trong đó hiệu u⊖gH v không tồn tại.

Ví dụ 1.6. Cho số mờ hình thang u = (1, 2, 3, 5) và số mờ tam giác v =

(0, 3, 9). Khi đó, hiệu Hukuhara suy rộng u⊖gH v không tồn tại.
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Thật vậy, nếu ta giả sử ngược lại tồn tại hiệu u⊖gH v thì u−α−v−α ≤ u+α−v+α
hoặc là u−α − v−α ≥ u+α − v+α với mọi α ∈ [0, 1]. Trong khi đó, với α = 0, ta có

1 = u−0 − v−0 > u+0 − v+0 = −4

và với α = 1 thì −1 = u−1 − v−1 < u+1 − v+1 = 0. Điều này mâu thuẫn. Do đó,

hiệu u⊖gH v không tồn tại.

Trên E, ta xây dựng metric d∞ xác định bởi

d∞(u, v) = sup
0≤α≤1

dH ([u]
α
, [v]

α
)

= sup
0≤α≤1

max{|u−α − v−α |, |u+α − v+α |}.

trong đó dH là khoảng cách Hausdorff giữa hai tập mức của hai số mờ u, v,

[u]α = [u−α , u
+
α ], [v]

α = [v−α , v
+
α ]. Tính đầy đủ của không gian metric (E, d∞)

đã được chứng minh chi tiết trong cuốn sách chuyên khảo [22].

Mệnh đề 1.3. [22, 31] Metric d∞ thỏa mãn một số tính chất sau

i) d∞(ku, kv) = |k|d∞(u, v), với mọi k ∈ R, u, v ∈ E;

ii) d∞(u1 ⊕ u2, v1 ⊕ v2) ≤ d∞(u1, v1) + d∞(u2, v2), với u1, u2, v1, v2 ∈ E;

iii) d∞(u⊕ w, v ⊕ w) = d∞(u, v) với mọi u, v, w ∈ E;

iv) d∞(u⊖H v, w ⊖H e) ≤ d∞(u,w) + d∞(v, e) với mọi u, v, w, e ∈ E.

Hơn nữa, không gian metric (E, d∞) là không gian metric đầy đủ.

1.2. Sơ lược về giải tích mờ

1.2.1. Hàm nhận giá trị số mờ

Định nghĩa 1.6. Ánh xạ f : U ⊆ R2 → E biến mỗi phần tử (x, y) ∈ U thành

phần tử f(x, y) ∈ E được gọi là hàm hai biến nhận giá trị số mờ (sau đây

chúng tôi sẽ gọi đơn giản là hàm mờ).
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Ví dụ 1.7. Cho số mờ tam giác T0 = (0, 1, 2) có hàm thuộc

T0(t) =


t nếu 0 ≤ t ≤ 1

2− t nếu 1 ≤ t ≤ 2

0 nếu t /∈ [0, 2].

Xét hàm mờ

f :
[
0,
π

2

]
× [1, 5] −→ E

(x, y) 7−→ f(x, y) = y sin
(
x+

π

6

)
T0.

Khi đó, số mờ f(x, y) ∈ E xác định bởi hàm thuộc

f(x, y)(t) =



t

y sin
(
x+

π

6

) nếu 0 ≤ t ≤ y sin
(
x+

π

6

)
2y sin

(
x+

π

6

)
− t

y sin
(
x+

π

6

) nếu y sin
(
x+

π

6

)
≤ t ≤ 2y sin

(
x+

π

6

)
0 nếu t /∈

[
0, 2y sin

(
x+

π

6

)]
,

với mọi (x, y) ∈
[
0,
π

2

]
× [1, 5].

1.2.2. Các tính chất giải tích của hàm nhận giá trị số mờ

a) Tính liên tục

Định nghĩa 1.7. Cho U ⊆ R2. Hàm f : U → E được gọi là liên tục tại

(x0, y0) ∈ U nếu với ε > 0 bất kỳ, tồn tại δ > 0 sao cho với mỗi (x, y) ∈ U

thỏa mãn |x− x0|+ |y − y0| < δ, ta có

d∞(f(x, y), f(x0, y0)) < ε.

Hàm f được gọi là liên tục trên U nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc U .

Từ định nghĩa metric d∞, dễ thấy rằng ánh xạ f : U → E, với [f(x, y)]α =

[f−α (x, y), f+α (x, y)], liên tục tại (x0, y0) khi và chỉ khi các hàm f−α , f
+
α : U → R

cũng liên tục tại (x0, y0) với mọi α ∈ [0, 1].
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Ví dụ 1.8. Xét hàm mờ f xác định trong Ví dụ 1.7. Khi đó

[f(x, y)]α =
[
y sin

(
x+

π

6

)
α,−y sin

(
x+

π

6

)
α+ 2y sin

(
x+

π

6

)]
.

Ta có f là một hàm liên tục trên
[
0,
π

2

]
× [1, 5] vì với mọi α ∈ [0, 1], các hàm

f−α (x, y) = y sin
(
x+

π

6

)
α, f+α (x, y) = −y sin

(
x+

π

6

)
α + 2y sin

(
x+

π

6

)
liên

tục trên
[
0,
π

2

]
× [1, 5].

Kí hiệu C(U,E) là tập các hàm giá trị mờ liên tục đi từ U vào E. Khi

U = [a, b]× [c, d], trên C(U,E), ta xây dựng metric H xác định bởi

H(u, v) = sup
(x,y)∈U

d∞(u (x, y) , v (x, y)).

Theo [46], (C(U,E),H) là không gian metric đầy.

Định nghĩa 1.8. Hàm f : U×E → E được gọi là liên tục tại điểm (x0, y0, φ) ∈

U × E nếu với ε > 0 bất kỳ, tồn tại δ > 0 sao cho với mỗi (x, y, u) ∈ U × E

thỏa mãn |x− x0|+ |y − y0|+ d∞(u, φ) < δ, ta có

d∞(f(x, y, u), f(x0, y0, φ)) < ε.

Hàm f được gọi là liên tục trên U×E nếu f là liên tục tại mọi điểm (x0, y0, φ) ∈

U × E.

Kí hiệu Ec không gian tất cả các số mờ u ∈ E sao cho hàm α 7→ [u]α liên

tục theo metric Hausdorff trên [0, 1].

Định nghĩa 1.9. [51]

1) Tập con A ⊂ Ec được gọi là có giá compact nếu tồn tại một tập compact

K ⊆ R sao cho [u]0 ⊆ K với mọi u ∈ A.

2) Tập con A ⊂ Ec được gọi là đồng liên tục mức tại α0 ∈ [0, 1] nếu với mọi

ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho |α−α0| < δ thì dH([u]α, [u]α0) < ε, với mọi u ∈ A.

Tập con A được gọi là đồng liên tục mức trên [0, 1] nếu A là đồng liên tục mức

tại mọi điểm α ∈ [0, 1].
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3) Một hàm liên tục f : U ⊆ R2×Ec → Ec được gọi là compact nếu với I ⊆ U

và tập A ⊆ Ec bị chặn thì f(I ×A) là compact tương đối trong Ec.

Định lí 1.5. [51] Giả sử A là tập con có giá compact trong Ec. Khi đó, các

khẳng định sau là tương đương:

(a) A là tập con compact tương đối của (Ec, d∞).

(b) A là đồng liên tục mức trên [0, 1].

Nhận xét 1.2. [32] Nếu A compact tương đối trong (Ec, d∞) thì A là có giá

compact và đồng liên tục mức trên [0, 1]. Ngược lại, nếu A có giá compact

trong Ec và đồng liên tục mức trên [0, 1] thì A là compact tương đối trong

(Ec, d∞).

b) Tính khả tích

Kí hiệu KC là tập tất cả các tập con lồi, compact khác rỗng của R và S(F ) là

tập tất cả các hàm chọn khả tích Lebesgue của hàm giá trị tập F : [a, b] → KC ,

tức là

S(F ) = {f : [a, b] → R : f khả tích Lebesgue và f(t) ∈ F (t), ∀t ∈ [a, b]}.

Định nghĩa 1.10. [20] Hàm f : [a, b] → E được gọi là đo được mạnh nếu với

mọi α ∈ [0, 1] ánh xạ giá trị tập fα : [a, b] → KC xác định bởi fα(x) = [f(x)]α

là đo được Lebesgue.

Hàm f : [a, b] → E được gọi là bị chặn khả tích nếu tồn tại một hàm khả

tích h : [a, b] → [0,∞) sao cho d∞
(
f(x), 0̂

)
≤ h(x), ∀x ∈ [a, b].

Một hàm mờ bị chặn khả tích và đo được mạnh được gọi là khả tích. Tích

phân của f trên [a, b], kí hiệu là
∫ b

a

f (x) dx, xác định bởi tập mức

[ ∫ b

a

f(x)dx
]α

=

∫ b

a

[f(x)]αdx

=
{∫ b

a

g(x)dx : g ∈ S
(
[f(x)]α

)}
với mọi α ∈ [0, 1].
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Kí hiệu L1([a, b], E) là tập tất cả các hàm mờ khả tích trên [a, b].

Ví dụ 1.9. [20] Xét hàm mờ

f : [0,1] → E

x 7→ f(x)

trong đó f(x) ∈ E với hàm thuộc

f(x)(t) =


1 nếu t = 0

x nếu 0 < t < 1

0 trường hợp khác.

Khi đó, f có tập mức [f(0)]α = {0} và

[f(x)]α =

{0} nếu 0 < x < α

[0, 1] nếu α ≤ x ≤ 1

với mọi α ∈ [0, 1]. Do đó, ta có[ ∫ 1

0

f(x)dx
]α

=

∫ 1

0

[f(x)]αdx = [0, 1− α].

Mệnh đề 1.4. [30] Nếu hàm f : [a, b] → E liên tục thì nó khả tích. Hơn nữa[ ∫ b

a

f(x)dx
]α

=
[ ∫ b

a

f−α (x),

∫ b

a

f+α (x)
]

với mọi α ∈ [0, 1], trong đó [f(x)]α = [f−α (x), f+α (x)].

Định lí 1.6. [20] Giả sử λ ∈ R và f, g ∈ L1([a, b], E). Khi đó, ta có

i)
∫ b

a

(f(x)⊕ g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx⊕
∫ b

a

g(x)dx

ii)
∫ b

a

λf(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dx
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iii) d∞(f(x), g(x)) khả tích và

d∞

(∫ b

a

f(x)dx,

∫ b

a

g(x)dx
)
≤

∫ b

a

d∞(f(x), g(x))dx.

c) Tính khả vi

Định nghĩa 1.11. [57] Giả sử x0 ∈ (a, b). Ta nói hàm f : (a, b) → E là khả

vi Hukuhara suy rộng (hay gH-khả vi) tại x0 nếu tồn tại u ∈ E sao cho với

mọi h thỏa mãn x0 + h ∈ (a, b), hiệu f(x0 + h)⊖gH f(x0) tồn tại và

lim
h→0

1

h

(
f(x0 + h)⊖gH f(x0)

)
= u.

Khi đó, u được gọi là đạo hàm Hukuhara suy rộng của f tại x0, kí hiệu f ′gH(x0).

Định nghĩa 1.12. [7] Cho hàm f : U → E. Ta nói rằng f là khả vi Hukuhara

suy rộng (hay gH-khả vi) theo x tại (x0, y0) ∈ U nếu tồn tại phần tử v ∈ E

sao cho với mọi h thỏa mãn (x0 + h, y0) ∈ U , hiệu f(x0 + h, y0)⊖gH f(x0, y0)

tồn tại và

lim
h→0

1

h

(
f (x0 + h, y0)⊖gH f (x0, y0)

)
= v.

Khi đó, v được gọi là đạo hàm riêng Hukuhara suy rộng của f theo x tại

(x0, y0), kí hiệu
∂f

∂x
(x0, y0). Đạo hàm riêng Hukuhara suy rộng của f theo y

và các đạo hàm riêng bậc cao hơn của f tại điểm (x0, y0) ∈ U được định nghĩa

tương tự.

Định nghĩa 1.13. [7] Giả sử f : U → E là gH-khả vi theo x tại (x0, y0) ∈ U

và [f(x, y)]α = [f−α (x, y), f+α (x, y)] với mọi α ∈ [0, 1], (x, y) ∈ U . Ta nói rằng

• f là gH-khả vi kiểu (i) theo x tại (x0, y0) ∈ U nếu[∂f
∂x

(x0, y0)
]α

=
[∂f−α
∂x

(x0, y0),
∂f+α
∂x

(x0, y0)
]
, 0 ≤ α ≤ 1

• f là gH-khả vi kiểu (ii) theo x tại (x0, y0) ∈ U nếu[∂f
∂x

(x0, y0)
]α

=
[∂f+α
∂x

(x0, y0),
∂f−α
∂x

(x0, y0)
]
, 0 ≤ α ≤ 1.
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Kí hiệu

• Dxyu(x, y) =
∂2u

∂x∂y
(x, y) là đạo hàm riêng Hukuhara suy rộng cấp hai

của u theo x và y.

• Cx(1)−gH(U,E) (hoặc Cy(1)−gH(U,E)) tập tất cả các hàm liên tục u khả

vi kiểu (i) theo x (hoặc y) trên U .

• Cx(2)−gH(U,E) (hoặc Cy(2)−gH(U,E)) tập tất cả các hàm liên tục u khả

vi kiểu (ii) theo x (hoặc y) trên U .

• W1(U,E) =
{
u|(u, ux) ∈ Cx(k)−gH(U,E)× Cy(k)−gH(U,E), k = 1, 2

}
.

• W2(U,E) =
{
u|(u, ux) ∈ Cx(1)−gH(U,E)× Cy(2)−gH(U,E)

}
∪{

u|(u, ux) ∈ Cx(2)−gH(U,E)× Cy(1)−gH(U,E)
}
.

Nhận xét 1.3. Nếu u ∈ W1(U,E) thì[
Dxyu(x, y)

]α
=

[∂2u−α
∂x∂y

(x, y),
∂2u+α
∂x∂y

(x, y)
]

với 0 ≤ α ≤ 1.

Nếu u ∈ W2(U,E) thì[
Dxyu(x, y)

]α
=

[∂2u+α
∂x∂y

(x, y),
∂2u−α
∂x∂y

(x, y)
]

với 0 ≤ α ≤ 1.

Ví dụ 1.10. Xét hàm f(x, y) = xe−y(1, 2, 3) với (x, y) ∈ [0, 1] × [−2, 0]. Khi

đó, ta có

• f gH-khả vi kiểu (i) theo x và

∂f

∂x
(x, y) = e−y(1, 2, 3).

• f gH-khả vi kiểu (ii) theo y và

∂f

∂y
(x, y) = xe−y(−3,−2,−1).
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Mệnh đề 1.5. [14] Giả sử f : [a, b] → E là hàm liên tục. Khi đó

(i) Hàm mờ F (t) = γ ⊕
t∫
a

f(s)ds là gH-khả vi kiểu (i) và F ′
gH(t) = f(t),

trong đó γ ∈ E.

(ii) Hàm mờ G(t) = γ ⊖H
t∫
a

f(s)ds là gH-khả vi kiểu (ii) và G′
gH(t) =

(−1)f(t), trong đó γ ∈ E sao cho tồn tại hiệu γ ⊖H
t∫
a

f(s)ds.

Mệnh đề 1.6. Cho hàm f : [a, b] → E. Khi đó, ta có các khẳng định sau.

i) Nếu f là gH-khả vi kiểu (i) trên [a, b] và f ′gH(.) là khả tích trên [a, b] thì∫ b

a

f ′gH(t)dt = f(b)⊖H f(a)

ii) Nếu f là gH-khả vi kiểu (ii) trên [a, b] và f ′gH(.) là khả tích trên [a, b]

thì ∫ b

a

f ′gH(t)dt = (−1)f(a)⊖H (−1)f(b).

Chứng minh. i) Nếu f là gH-khả vi kiểu (i) thì [f ′gH(t)]α = [(f−α )′(t), (f+α )′(t)]

với mọi t ∈ [a, b]. Điều này suy ra[ ∫ b

a

f ′gH(t)dt
]α

=
[ ∫ b

a

(f−α )′(t)dt,

∫ b

a

(f+α )′(t)dt
]

=
[
f−α (b)− f−α (a), f+α (b)− f+α (a)

]
= [f(b)⊖H f(a)]α, ∀α ∈ [0, 1].

ii) Nếu f là gH-khả vi kiểu (ii) thì [f ′gH(t)]α = [(f+α )′(t), (f−α )′(t)] với mọi

t ∈ [a, b]. Tương tự, ta có[ ∫ b

a

f ′gH(t)dt
]α

=
[ ∫ b

a

(f+α )′(t)dt,

∫ b

a

(f−α )′(t)dt
]

=
[
f+α (b)− f+α (a), f−α (b)− f−α (a)

]
= [(−1)f(a)⊖H (−1)f(b)]α.

với mọi α ∈ [0, 1]. Mệnh đề được chứng minh.
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1.3. Sơ lược về giải tích bậc phân số mờ

Định nghĩa 1.14. [34] Giả sử q > 0 và u ∈ L1([0, a],R). Tích phân Riemann

- Liouville bậc q > 0 của u được xác định bởi

RLIq0+u(t) =
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds

trong đó Γ(.) là hàm Gamma xác định bởi

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx.

Định nghĩa 1.15. [9] Giả sử u ∈ L1([0, a], E) và [u(t)]α = [u−α (t), u
+
α (t)] với

mọi α ∈ [0, 1]. Tích phân Riemann - Liouville bậc q > 0 của hàm mờ u được

kí hiệu hình thức dưới dạng

RL
F Iq0+u(t) =

1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1u(s)ds

và được xác định bởi tập mức

[RLF Iq0+u(t)]
α = [RLIq0+u

−
α (t),

RLIq0+u
+
α (t)]

với mọi α ∈ [0, 1] và t ∈ [0, a].

Ví dụ 1.11. [9] Cho u : [0, a] → E, u(t) = Ct2, trong đó C ∈ E với tập mức

[C]α = [C−
α , C

+
α ]. Khi đó, với mọi q > 0, ta có

[RLF Iq0+u(t)]
α = [RLIq0+C

−
α t

2,RLIq0+C
+
α t

2]

=
1

Γ(q)

[ ∫ t

0

(t− s)q−1C−
α s

2ds,

∫ t

0

(t− s)q−1C+
α s

2ds
]

=
1

Γ(q)
[tq+2B(q, 3)C−

α , t
q+2B(q, 3)C+

α ]

=
Γ(3)

Γ(q + 3)
tq+2[C]α

trong đó B(., .) là hàm Beta xác định bởi

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx, a, b > 0.
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Điều này có nghĩa RL
F Iq0+u(t) =

Γ(3)

Γ(q + 3)
tqu(t).

Định nghĩa 1.16. [9] Giả sử q ∈ (0, 1) và u ∈ L1([0, a], E). Đạo hàm gH-

Riemann-Liouville bậc q của hàm mờ u được xác định bởi:

RL
gHDqu(t) =

d

dt
RL
F I1−q

0+ u(t), t ∈ [0, a]

với điều kiện các biểu thức ở vế phải được xác định.

Định nghĩa 1.17. [6] Giả sử q ∈ (0, 1) và u ∈ L1([0, a], E). Đạo hàm gH-

Caputo bậc q của hàm mờ u được xác định bởi:

C
gHDqu(t) = RL

F I1−q
0+ u′gH(t), t ∈ [0, a]

với điều kiện các biểu thức ở vế phải được xác định.

Ví dụ 1.12. [6, 9] Xét hàm mờ u : [0, a] → E, u(t) = C trong đó C ∈ E với

tập mức [C]α = [C−
α , C

+
α ]. Khi đó, với q ∈ (0, 1), ta có

[RLgHDqu(t)]α =
1

Γ(1− q)

[ d
dt

∫ t

0

(t− s)−qC−
α ds,

d

dt

∫ t

0

(t− s)−qC+
α ds

]
=

1

Γ(1− q)
t−q[C−

α , C
+
α ]

=
1

Γ(1− q)
t−q[C]α.

Điều này có nghĩa RL
gHDqC =

1

Γ(1− q)
t−qC.

Mặt khác, dễ thấy rằng u′gH(t) = 0̂. Do đó, ta có C
gHDqC = 0̂.

1.4. Một số định lý điểm bất động

Định nghĩa 1.18. (Ánh xạ co) Giả sử (X, d) là không gian metric. Ánh xạ

f : X → X được gọi là ánh xạ co nếu tồn tại 0 < k < 1 sao cho

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y), ∀x, y ∈ X.
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Định lí 1.7. (Nguyên lý ánh xạ co Banach). Giả sử (X, d) là không gian

metric đầy. Khi đó, ánh xạ co f : X → X có duy nhất điểm bất động, tức là,

tồn tại duy nhất x ∈ X sao cho f(x) = x.

Định lí 1.8. [51] (Định lý Arzelà-Ascoli) Giả sử X,Y là các không gian

metric và F ⊆ C(X,Y ), X compact. Khi đó, F là compact tương đối khi và

chỉ khi:

i) F đồng liên tục;

ii) Với mỗi a ∈ X, tập F (a) = {f(a) : f ∈ F} compact tương đối trong Y .

Định lí 1.9. [3, 32] (Định lý điểm bất động Schauder cho không gian

metric nửa tuyến tính). Cho B là tập con lồi, đóng, bị chặn, khác rỗng của

không gian metric nửa tuyến tính C(U,Ec) và P : B → B là toán tử compact.

Khi đó, P có ít nhất một điểm bất động trong B.

Kết luận Chương 1

Chương 1 cung cấp các kiến thức cơ sở cần thiết cho nội dung chính của

luận án ở những chương tiếp theo. Những kiến thức về tập mờ, số mờ trong

chương này chủ yếu được hình thành từ những phép toán trên tập mức α. Các

khái niệm về tính liên tục, khả vi và khả tích của hàm mờ được dựa trên lý

thuyết về hàm giá trị tập. Một số kết quả khác của lý thuyết số mờ và giải

tích bậc phân số cho các hàm mờ có trong các bài báo [6, 9, 25, 37, 59].
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Chương 2

BÀI TOÁN BIÊN ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH HYPERBOLIC

MỜ CÓ TRỄ

Phương trình vi phân có trễ đóng vai trò quan trọng trong một số mô hình

sinh học và vật lý kỹ thuật [26, 36]. Trong những năm gần đây, phương trình

vi phân mờ có trễ được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu [31, 39, 40].

Tuy nhiên, các kết quả cho phương trình đạo hàm riêng mờ có trễ vẫn là bài

toán bỏ ngỏ, chưa được nghiên cứu đến.

Trong chương này, tương ứng với hai trường hợp của đạo hàm Hukuhara

suy rộng, chúng tôi định nghĩa hai kiểu nghiệm tích phân của bài toán biên đối

với phương trình hyperbolic mờ có trễ. Kiểu nghiệm thứ nhất ứng với khái niệm

đạo hàm Hukuhara thông thường với bán kính tập mức tăng. Kiểu nghiệm thứ

hai ứng với trường hợp bán kính tập mức giảm của đạo hàm Hukuhara suy

rộng. Kết quả này là mới và có ý nghĩa trong việc nghiên cứu các tính chất

định tính của nghiệm khi biến tự do tiến ra vô hạn.

Bằng cách áp dụng định lý điểm bất động trong những không gian metric

đầy thích hợp, chúng tôi chứng minh được sự tồn tại duy nhất nghiệm của

bài toán trên miền bị chặn (Định lý 2.1 và 2.2) và trên miền vô hạn (Định lý

2.3 và 2.4). Một số ví dụ minh họa được chúng tôi trình bày trong phần cuối

chương.

Nội dung của chương được trình bày dựa trên bài báo số 1 và số 2 trong

Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.
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2.1. Bài toán biên đối với phương trình hyperbolic mờ có trễ trên

miền bị chặn

2.1.1. Đặt bài toán

Xét phương trình hyperbolic mờ có trễ

Dxyu(x, y) = f(x, y, u(x,y)), Jab = [0, a]× [0, b] (2.1)

cùng với điều kiện biên địa phương:

u(x, 0) = η1(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = η2(y), y ∈ [0, b] (2.2)

và điều kiện ban đầu

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃abr := Jabr \ (0, a]× (0, b] (2.3)

trong đó r > 0, Jabr = [−r, a] × [−r, b], J0
r = [−r, 0] × [−r, 0], f : Jab ×

C(J0
r , E) → E, φ ∈ C(J̃abr , E), η1 ∈ C([0, a], E), η2 ∈ C([0, b], E) là các hàm

cho trước sao cho η1(0) = η2(0) = φ(0, 0) = u(0, 0), η2(y)⊖H u(0, 0), η1(x)⊖H
u(0, 0) ∈ E với mọi (x, y) ∈ Jab, và hàm trễ u(x,y) : J0

r → E được xác định bởi

u(x,y)(s, t) = u(x+ s, y + t) với mọi (s, t) ∈ J0
r .

Trên không gian C(J0
r , E) gồm các hàm liên tục φ : J0

r → E, ta xây dựng

metric d0C được xác định bởi

d0C(φ, ϕ) = sup
(ω,θ)∈J0

r

d∞(φ(ω, θ), ϕ(ω, θ))

với φ, ϕ ∈ C(J0
r , E).

Nhận xét 2.1. Nếu hiệu Hukuhara η1(x)⊖H u(0, 0) và η2(y)⊖H u(0, 0) tồn

tại với mọi x ∈ [0, a], y ∈ [0, b] thì từ Mệnh đề 1.2 ta có thể thấy rằng

η2(y)⊕ [η1(x)⊖H u(0, 0)] = η1(x)⊕ [η2(y)⊖H u(0, 0)], ∀(x, y) ∈ Jab.

Do đó, để thuận tiện ta kí hiệu

ψ(x, y) = η1(x)⊕ [η2(y)⊖H u(0, 0)], (x, y) ∈ Jab. (2.4)
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2.1.2. Nghiệm tích phân

Bổ đề 2.1. Nếu f : Jab × C(J0
r , E) → E và u : Jabr → E là các hàm liên tục

thì hàm (x, y) 7→ f(x, y, u(x,y)) từ Jab đến E cũng liên tục.

Chứng minh. Cố định (x0, y0, φ) ∈ Jab × C(J0
r , E). Vì f là liên tục trên

Jab × C(J0
r , E) nên với ε > 0 tồn tại δ1 > 0 sao cho với mỗi (x, y, ψ) ∈

Jab × C(J0
r , E) thỏa mãn |x− x0|+ |y − y0|+ d0C(ψ,φ) < δ1 thì ta có

d∞(f(x, y, ψ), f(x0, y0, φ)) < ε.

Vì u là liên tục trên Jabr nên u liên tục đều trên miền chữ nhật

Î = [max{−r, x0 − r − δ1}, x0 + δ1]× [max{−r, y0 − r − δ1}, y0 + δ1].

Tức là, tồn tại δ2 sao cho nếu (x1, y1), (x2, y2) ∈ Î thỏa mãn |x1 − x2|+ |y1 −

y2| < δ2 thì

d∞(u(x1, y1), u(x2, y2)) <
δ1
4
.

Đặt δ = min{δ1
4
,
δ2
2
}. Do đó, với mọi (x, y) ∈ Jab thỏa mãn

max{|x− x0|, |y − y0|} < δ ≤ δ1
4

(2.5)

ta có (x0 + θ, y0 + θ′) ∈ Î và (x+ θ, y + θ′) ∈ Î với mọi (θ, θ′) ∈ J0
r .

Mặt khác, vì

|(x+ θ)− (x0 + θ)|+ |(y + θ′)− (y0 + θ′)| = |x− x0|+ |y − y0| < 2δ ≤ δ2

nên ta có

d0C(u(x,y), u(x0,y0)) = sup
(θ,θ′)∈J0

r

d∞(u(x,y)(θ, θ
′), u(x0,y0)(θ, θ

′)) <
δ1
4
. (2.6)

Từ (2.5) và (2.6) ta suy ra rằng

|x− x0|+ |y − y0|+ d0C(u(x,y), u(x0,y0)) <
3δ1
4

< δ1.

Vì f là liên tục nên d∞(f(x, y, u(x,y)), f(x0, y0, u(x0,y0))) < ε.Và do đó, (x, y) 7→

f(x, y, u(x,y)) là liên tục. Mệnh đề được chứng minh.
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Mệnh đề 2.1. Giả sử f ∈ C(Jab × C(J0
r , E), E) và u(., .) ∈ W1(J

ab
r , E) ∪

W2(J
ab
r , E) là hàm mờ thỏa mãn (2.1)- (2.2). Khi đó, u(., .) thỏa mãn một

trong các phương trình tích phân sau

u(x, y) = ψ(x, y)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds (2.7)

hoặc

u(x, y) = ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds (2.8)

với mọi (x, y) ∈ Jab.

Chứng minh. Giả sử u(., .) ∈ W1(J
ab
r , E) ∪ W2(J

ab
r , E) là hàm mờ thỏa mãn

(2.1)- (2.2). Từ Bổ đề 2.1, ta có f(x, y, u(x,y)) liên tục trên Jab. Do đó,

f(x, y, u(x,y)) khả tích trên Jab.

Trường hợp 1. u ∈ W1(J
ab
r , E).

(a) Nếu u là gH-khả vi kiểu (i) theo x và
∂u

∂x
là gH-khả vi kiểu (i) theo y thì

theo Mệnh đề 1.6 ta có∫ x

0

[ ∫ y

0

∂

∂t

(∂u
∂s

)
dt
]
ds =

∫ x

0

[∂u
∂s

(s, y)⊖H
∂u

∂s
(s, 0)

]
ds.

Do đó ∫ x

0

[∂u
∂s

(s, y)⊖H
∂u

∂s
(s, 0)

]
ds =

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds.

Điều này suy ra∫ x

0

∂u

∂s
(s, y)ds =

∫ x

0

∂u

∂s
(s, 0)ds⊕

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds.

Hơn nữa, vì u là gH-khả vi kiểu (i) theo x, nên ta có

u(x, y)⊖H u(0, y) = u(x, 0)⊖H u(0, 0)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

hay

u(x, y) = u(0, y)⊕ [u(x, 0)⊖H u(0, 0)]⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds.
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Kết hợp với điều kiện (2.2) ta được

u(x, y) = ψ(x, y)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds với (x, y) ∈ Jab.

(b) Nếu u là khả vi kiểu (ii) theo x và
∂u

∂x
là khả vi kiểu (ii) theo y thì theo

Mệnh đề 1.6 ta có∫ x

0

[
(−1)

∂u

∂s
(s, 0)⊖H (−1)

∂u

∂s
(s, y)

]
ds =

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

hay∫ x

0

(−1)
∂u

∂s
(s, 0)ds =

∫ x

0

(−1)
∂u

∂s
(s, y)ds⊕

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds.

Mặt khác, vì u là gH-khả vi kiểu (ii) theo x nên ta có

u(0, 0)⊖H u(x, 0) = u(0, y)⊖H u(x, y)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

⇔ u(0, 0) = u(x, 0)⊕ [u(0, y)⊖H u(x, y)]⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

⇔ u(0, y) = u(x, y)⊕ u(0, 0)⊖H
[
u(x, 0)⊕

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

]
.

Do đó

u(x, y) = η2(y)⊖H
[
u(0, 0)⊖H

(
η1(x)⊕

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

)]
.

Bởi giả thiết η2(y) ⊖H u(0, 0) và η1(x) ⊖H u(0, 0) tồn tại, từ Mệnh đề 1.2 ta

suy ra

u(x, y) = ψ(x, y)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds, (x, y) ∈ Jab.

Trường hợp 2. u ∈ W2(J
ab
r , E).

Đầu tiên, ta xét trường hợp u là gH-khả vi kiểu (ii) theo x và
∂u

∂x
là gH-khả

vi kiểu (i) theo y. Tương tự như trong Trường hợp 1, ta có

u(0, y)⊖H u(x, y) = u(0, 0)⊖H u(x, 0)⊕ (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds
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⇔u(0, y) = u(x, y)⊕ u(0, 0)⊖H u(x, 0)⊕ (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

⇔u(x, y) = η2(y)⊖H
[
u(0, 0)⊖H η1(x)⊕ (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds

]
Hơn nữa, vì các hiệu η2(y)⊖H u(0, 0) và η1(x)⊖H u(0, 0) tồn tại nên ta có

u(x, y) = ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds.

Lập luận tương tự, trong trường hợp u là gH-khả vi kiểu (i) theo x và
∂u

∂x
là

gH-khả vi kiểu (ii) theo y, ta cũng nhận được kết quả tương tự.

Từ Mệnh đề 2.1, ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 2.1. Hàm u ∈ C(Jabr , E) được gọi là

1) nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.1) - (2.3) nếu u(x, y) = φ(x, y)

với mọi (x, y) ∈ J̃abr và thỏa mãn phương trình tích phân (2.7) với mọi

(x, y) ∈ Jab.

2) nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (2.1) - (2.3) nếu u(x, y) = φ(x, y)

với mọi (x, y) ∈ J̃abr và thỏa mãn phương trình tích phân (2.8) với mọi

(x, y) ∈ Jab.

2.1.3. Tính giải được của bài toán

Định lí 2.1. Giả sử f ∈ C(Jab × C(J0
r , E), E) thỏa mãn điều kiện Lipschitz

theo biến thứ 3, tức là tồn tại số dương L sao cho

d∞(f(x, y, ϕ1), f(x, y, ϕ2)) ≤ Ld0C(ϕ1, ϕ2) (2.9)

với mọi ϕ1, ϕ2 ∈ C(J0
r , E), (x, y) ∈ Jab. Khi đó, bài toán (2.1)-(2.3) có duy

nhất nghiệm tích phân kiểu 1 trên Jabr .

Chứng minh. Kí hiệu Cλ(J
ab
r , E) không gian các hàm u ∈ C(Jabr , E) sao cho

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃abr , cùng với metric có trọng Hλ xác định bởi

Hλ(u, v) = sup
(x,y)∈Jab

r

{
d∞(u (x, y) , v (x, y))e−λ(x+y)

}



41

với mọi u, v ∈ C(Jabr , E) và λ > 0 được chọn sau đó. Vì (C(Jabr , E),H) là

không gian metric đầy đủ nên dễ thấy rằng
(
Cλ(J

ab
r , E),Hλ

)
cũng là không

gian metric đầy đủ với mỗi λ > 0.

Với u ∈ Cλ(J
ab
r , E), ta đặt N1(u(x, y)) = φ(x, y), (x, y) ∈ ˜Jabr và

N1(u(x, y)) = ψ(x, y)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f
(
s, t, u(s,t)

)
dtds, (x, y) ∈ Jab.

Khi đó, ta có N1u ∈ Cλ(J
ab
r , E).

Mặt khác, vì f thỏa mãn điều kiện Lipschitz (2.9) và từ tính chất ii) của

metric d∞ trong Mệnh đề 1.3, ta có:

d∞(N1(u(x, y)), N1(v(x, y))) ≤
∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, u(s,t)), f(s, t, v(s,t)))dtds

≤
∫ x

0

∫ y

0

Ld0C(u(s,t), v(s,t))dtds

với mọi (x, y) ∈ Jab, u, v ∈ Cλ(J
ab
r , E). Từ định nghĩa metric d0C , ta suy ra

d∞(N1(u(x,y)), N1(v(x, y)))

≤ L

∫ x

0

∫ y

0

sup
(ω,θ)∈J0

r

d∞(u(s+ ω, t+ θ), v(s+ ω, t+ θ))dtds

≤ L

∫ x

0

∫ y

0

sup
(ω′,θ′)∈[s−r,s]×[t−r,t]

d∞(u(ω′, θ′), v(ω′, θ′))dtds.

Hơn nữa, với mọi (ω′, θ′) ∈ [x− r, x]× [y − r, y], ta có

d∞(u(ω′, θ′), v(ω′, θ′)) ≤ Hλ(u, v)e
λ(ω′+θ′) ≤ Hλ(u, v)e

λ(x+y).

Điều này suy ra

sup
(ω,ω′)∈[x−r,x]×[y−r,y]

d∞(u(ω, ω′), v(ω, ω′)) ≤ Hλ(u, v)e
λ(x+y).

Do đó, ta có đánh giá

d∞(N1(u(x, y)), N1(v(x, y))) ≤ L

∫ x

0

∫ y

0

Hλ(u, v)e
λ(s+t)dtds

≤ L

λ2
Hλ(u, v)e

λ(x+y). (2.10)
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Nhân cả hai vế của bất đẳng thức trên với e−λ(x+y) ta được

e−λ(x+y)d∞(N1(u(x, y)), N1(v(x, y))) ≤
L

λ2
Hλ(u, v).

Trường hợp (x, y) ∈ J̃abr ta có d∞(N1(u(x, y)), N1(v(x, y))) = 0. Như vậy, với

mọi u, v ∈ Cλ(J
ab
r , E) ta có

Hλ(N1(u), N1(v)) ≤
L

λ2
Hλ(u, v)

và do đó, với λ >
√
L, N1 là ánh xạ co. Theo Định lý 1.7, N1 có điểm bất động

duy nhất. Điểm bất động u của N1 là nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán

(2.1)-(2.3). Định lý được chứng minh.

Nhận xét 2.2. Sự tồn tại duy nhất nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán

(2.1) - (2.3) được đảm bảo bởi điều kiện Lipschitz (2.9). Tuy nhiên, như chúng

ta đã biết, đường kính nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán luôn tăng. Do đó,

việc nghiên cứu sự tồn tại nghiệm tích phân kiểu 2 là cần thiết.

Với mọi (x, y) ∈ Jab, để đơn giản, ta đặt

T fψ [u](x, y) = ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds.

Xét tập Cfλ,ψ(J
ab
r , E) gồm tất cả các hàm u ∈ Cλ(J

ab
r , E) sao cho T fψ [u](x, y) ∈

E với mọi (x, y) ∈ Jab. Tính đầy đủ của không gian metric
(
Cfλ,ψ(J

ab
r , E),Hλ

)
được chứng minh chi tiết trong bổ đề sau.

Bổ đề 2.2. Nếu f : Jab×C(J0
r , E) → E là một hàm liên tục và Cfλ,ψ(J

ab
r , E) ̸=

∅ thì (Cfλ,ψ(J
ab
r , E),Hλ) là không gian metric đầy đủ.

Chứng minh. Giả sử {um}∞m=1 là một dãy trong Cfλ,ψ(J
ab
r , E) hội tụ tới u. Khi

đó, với mọi (x, y) ∈ Jab ta có T fψ [u
m(x, y)] ∈ E. Đặt

g(u(x, y)) = (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds.
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Từ Mệnh đề 1.1, ta thấy rằng với mỗi (x, y) ∈ Jab cố định, ta có
len[ψ(x, y)]α ≥ len[g(um(x, y))]α, 0 ≤ α ≤ 1

(ψ(x, y))−α − (g(um(x, y)))−α đơn điệu tăng theo α ∈ [0, 1],

(ψ(x, y))+α − (g(um(x, y)))+α đơn điệu giảm theo α ∈ [0, 1].

Vì f liên tục và {um}∞m=1 ∈ Cfλ,ψ(J
ab
r , E) hội tụ đều tới u nên

len
[ ∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, um(s,t))dtds
]α

hội tụ tới

len
[ ∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds
]α

với mỗi α ∈ [0, 1], (x, y) ∈ Jab. Do đó, len[g(um(x, y))]α hội tụ tới len[g(u(x, y))]α.

Mặt khác, với mỗi (x, y) ∈ Jab cố định, ta có len[ψ(x, y)]α ≥ len[g(um(x, y))]α

với mọi 0 ≤ α ≤ 1 nên lấy giới hạn khi n → ∞ ta được len[ψ(x, y)]α ≥

len[g(u(x, y))]α với mọi 0 ≤ α ≤ 1. Hơn nữa, với 0 ≤ α ≤ γ ≤ 1 bất kì, ta có

(ψ(x, y))−α − (g(um(x, y)))−α ≤ (ψ(x, y))−γ − (g(um(x, y)))−γ .

Lấy giới hạn khi m→ ∞ và lập luận tương tự trên ta được:

(ψ(x, y))−α − (g(u(x, y)))−α ≤ (ψ(x, y))−γ − (g(u(x, y)))−γ

và (ψ(x, y))+α − (g(u(x, y)))+α ≥ (ψ(x, y))+γ − (g(u(x, y)))+γ , 0 ≤ α ≤ γ ≤ 1. Áp

dụng Mệnh đề 1.1, ta suy ra T fψ [u](x, y) ∈ E với mọi (x, y) ∈ Jab.

Trường hợp (x, y) ∈ J̃abr , vì um(x, y) = φ(x, y) nên u(x, y) = φ(x, y). Do

đó, u ∈ Cfλ,ψ(J
ab
r , E). Điều này có nghĩa Cfλ,ψ(J

ab
r , E) là một tập con đóng

của Cλ(J
ab
r , E). Vì (Cλ(J

ab
r , E),Hλ) là một không gian metric đầy đủ nên

(Cfλ,ψ(J
ab
r , E),Hλ) cũng là một không gian metric đầy đủ. Bổ đề được chứng

minh.

Định lí 2.2. Giả sử f ∈ C(Jab × C(J0
r , E), E) thỏa mãn điều kiện Lipschitz

(2.9). Hơn nữa, ta giả sử rằng
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(i) Cfλ,ψ(J
ab
r , E) ̸= ∅ và

(ii) nếu u ∈ Cfλ,ψ(J
ab
r , E) thì T fψ [u](x, y) ∈ Cfλ,ψ(J

ab
r , E), (x, y) ∈ Jab.

Khi đó, bài toán (2.1)-(2.3) có duy nhất nghiệm tích phân kiểu 2 trên Jabr .

Chứng minh. Từ giả thiết ta thấy rằng tồn tại u ∈ Cfλ,ψ(J
ab
r , E) sao cho

T fψ [u](x, y) ∈ Cfλ,ψ(J
ab
r , E) với mọi (x, y) ∈ Jab. Khi đó, ta xây dựng ánh

xạ

N2 : Cfλ,ψ(J
ab
r , E) → Cfλ,ψ(J

ab
r , E)

xác định bởi N2(u(x, y)) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃abr và

N2(u(x, y)) = ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds, (x, y) ∈ Jab.

Từ tính chất iv) của metric d∞ trong Mệnh đề 1.3, ta có

d∞(N2u(x, y), N2v(x, y)) ≤
∫ x

0

∫ y

0

d∞
(
f(s, t, u(s,t)), f(s, t, v(s,t))

)
dtds.

Lặp lại lập luận tương tự như trong chứng minh (2.10) ta được kết quả

d∞(N2u(x, y), N2v(x, y)) ≤
L

λ2
Hλ(u, v)e

λ(x+y).

Mặt khác, nếu (x, y) ∈ J̃r
ab

thì d∞(N2(u(x, y)), N2(v(x, y))) = 0. Do đó, với

mọi (x, y) ∈ Jabr ta có bất đẳng thức

e−λ(x+y)d∞(N2(u(x, y)), N2(v(x, y))) ≤
L

λ2
Hλ(u, v).

Điều này có nghĩa

Hλ(N2(u), N2(v)) ≤
L

λ2
Hλ(u, v)

với mọi u, v ∈ Cfλ,ψ(J
ab
r , E). Vì vậy, N2 là một ánh xạ co khi λ >

√
L. Định lý

được chứng minh.

Nhận xét 2.3. Một trong những điều kiện để tồn tại nghiệm tích phân kiểu

2 là tồn tại u(x, y) ∈ E để T fψ [u](x, y) ∈ E. Trong phần sau chúng tôi chỉ ra

một lớp các hàm mờ thỏa mãn điều kiện này.
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Kí hiệu T là tập tất cả các số mờ tam giác (xem Ví dụ 1.4 chương 1). Giả

sử u = (u−0 , u
1, u+0 ), v = (v−0 , v

1, v+0 ) ∈ T . Khi đó, Bede và Stefanini [14] đã

đưa ra điều kiện cho sự tồn tại hiệu Hukuhara u⊖H v như sau.

Mệnh đề 2.2. [13] Nếu u, v ∈ T và len[v]0 ≤ min{u1−u−0 , u
+
0 −u1}, α ∈ [0, 1]

thì hiệu Hukuhara u⊖H v tồn tại.

Nhận xét 2.4. Dễ thấy với mọi v ∈ T , ta có len[v]0 = v+0 − v−0 ≤ |v+0 |+ |v−0 |

và d∞(v, 0̂) = max
{
|v+0 |, |v

−
0 |
}
. Do đó len[v]0 ≤ 2d∞(v, 0̂) với mọi v ∈ T .

Mệnh đề 2.3. Giả sử rằng hàm f : Jab×C(J0
r ×T ) → T thỏa mãn điều kiện

Lipschitz (2.9). Hơn nữa, với mọi (x, y) ∈ Jab, ta giả sử ψ(x, y) ∈ T và tồn

tại λ0 > 0 sao cho

z(x, y) ≥ 2L

λ20
eλ0(x+y)Hλ0

(u, 0̃),

trong đó z(x, y) = min{(ψ(x, y))1 − (ψ(x, y))−0 , (ψ(x, y))
+
0 − (ψ(x, y))1}. Khi

đó, T fψ [u](x, y) ∈ E với mọi (x, y) ∈ Jab.

Chứng minh. Đặt v(x, y) = (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds với mọi (x, y) ∈ Jab.

Khi đó, ta có:

len[v(x, y)]0 ≤ 2d∞(v(x, y), 0̂) ≤ 2d∞

(∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds, 0̂
)

≤ 2L

∫ x

0

∫ y

0

d0C(u(s,t), 0̂)dtds

≤ 2L

∫ x

0

∫ y

0

sup
(θ,θ′)∈J

d∞(u(s+ θ, t+ θ′), 0̂)dtds

≤ 2L

∫ x

0

∫ y

0

sup
(ω,ω′)∈[s−r,s]×[t−r,t]

d∞(u(ω, ω′), 0̂)dtds.

Chứng minh tương tự bất đẳng thức (2.10) ta được

len[v(x, y)]0 ≤ 2L

λ2
eλ(x+y)Hλ(u, 0̃) với mọi λ > 0.

Mặt khác, theo giả thiết tồn tại λ0 > 0 sao cho

2L

λ20
eλ0(x+y)Hλ0

(u, 0̃) ≤ z(x, y), (x, y) ∈ Jab
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nên ta suy ra len[v(x, y)]0 ≤ z(x, y), (x, y) ∈ Jab. Do đó, theo Mệnh đề 2.2, hiệu

Hukuhara ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds tồn tại với mọi (x, y) ∈ Jab.

Điều này có nghĩa T fψ [u](x, y) ∈ E với mọi (x, y) ∈ Jab. Mệnh đề được chứng

minh.

Nhận xét 2.5. Trong không gian C(Jabr , E), các metric H và Hλ là tương

đương. Do đó, chúng ta có thể sử dụng cả hai metric này để nghiên cứu tính

giải được của bài toán (2.1)-(2.3). Tuy nhiên, điều này không còn đúng khi

ta xét bài toán trên miền vô hạn. Vấn đề được đặt ra là trong miền vô hạn

J∞
r = [−r,∞) × [−r,∞), khi nào bài toán (2.1) - (2.3) có duy nhất nghiệm?

Câu trả lời được chúng tôi trình bày cụ thể trong phần sau.

2.2. Bài toán biên đối với phương trình hyperbolic mờ có trễ trên

miền vô hạn

2.2.1. Đặt bài toán

Trong phần này, chúng tôi nghiên cứu phương trình hyperbolic mờ có trễ

trên miền vô hạn

Dxyu(x, y) = f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J∞
0 = [0,∞)× [0,∞) (2.11)

với điều kiện biên địa phương

u(x, 0) = η1(x), x ∈ [0,∞), u(0, y) = η2(y), y ∈ [0,∞) (2.12)

và điều kiện ban đầu

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃∞
r := J∞

r \ (0,∞)× (0,∞) (2.13)

trong đó J∞
r = [−r,∞) × [−r,∞), r > 0, f : J∞

0 × C(J0
r , E) → E, η1, η2 ∈

C([0,∞), E), φ ∈ C(J̃∞
r , E) là các hàm cho trước sao cho η1(0) = η2(0) =

φ(0, 0) = u(0, 0) và η2(y)⊖Hu(0, 0), η1(x)⊖Hu(0, 0) ∈ E với mọi x, y ∈ [0,∞).
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2.2.2. Nghiệm tích phân

Mệnh đề sau giúp chúng ta chuyển bài toán (2.11)-(2.13) sang bài toán tích

phân. Kết quả trong mệnh đề đảm bảo cho Định nghĩa 2.2 được trình bày ở

phần sau có nghĩa.

Mệnh đề 2.4. Giả sử f : J∞
0 × C(J0

r , E) → E là một hàm liên tục và

u(., .) ∈ W1(J
∞
r , E) ∪W2(J

∞
r , E) thỏa mãn (2.11)-(2.13). Khi đó u(., .) thỏa

mãn một trong các phương trình tích phân sau

u(x, y) = ψ(x, y)⊕
∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds (2.14)

hoặc

u(x, y) = ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds (2.15)

với mọi (x, y) ∈ J∞
0 .

Chứng minh. Giả sử u(., .) ∈ W1(J
∞
r , E)∪W2(J

∞
r , E) thỏa mãn (2.11)-(2.13).

Chứng minh tương tự Bổ đề 2.1, ta có f(x, y, u(x,y)) liên tục trên J∞
0 . Do đó,

f(x, y, u(x,y)) khả tích trên J∞
0 . Lấy tích phân hai vế phương trình (2.11) trên

[0, y] ta được ∫ y

0

Dxtu(x, t)dt =

∫ y

0

f(x, t, u(x,t))dt.

Tiếp tục lập luận tương tự Mệnh đề 2.1, ta có điều phải chứng minh.

Định nghĩa 2.2. Một hàm u ∈ C(J∞
r , E) được gọi là

1) nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.11)-(2.13) nếu u(x, y) = φ(x, y) với

(x, y) ∈ J̃∞
r và thỏa mãn phương trình tích phân (2.14) với mọi (x, y) ∈ J∞

0 ;

2) nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (2.11)-(2.13) nếu u(x, y) = φ(x, y) với

(x, y) ∈ J̃∞
r và thỏa mãn phương trình tích phân (2.15) với mọi (x, y) ∈ J∞

0 .

2.2.3. Tính giải được của bài toán

Để chứng minh sự tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán (2.11)-(2.13), ta

giả thiết hàm f và các hàm η1, η2 thỏa mãn các điều kiện sau:
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(A1) Hàm f : J∞
0 × C(J0

r , E) → E thỏa mãn điều kiện Lipschitz (2.9) và tồn

tại các số thực dương M1, c1 sao cho

d∞(f(x, y, 0̂), 0̂) ≤M1e
c1(x+y) với mọi (x, y) ∈ J∞

0 .

(A2) Với mọi (x, y) ∈ J∞
0 , tồn tại các số thực dương Mi và ci (i = 2, 3) sao

cho

d∞(η1(x), 0̂) ≤M2e
c2x và d∞(η2(y), 0̂) ≤M3e

c3y.

Khi đó, với mỗi λ > 0, ta chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm

của bài toán (2.11)- (2.13) trên không gian C∞
λ (J∞

r , E) gồm tất cả các hàm

u ∈ C(J∞
r , E) sao cho u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃∞

r và

sup
(x,y)∈J∞

r

d∞(u(x, y), 0̂)e−λ(x+y) <∞.

Tính đầy đủ của không gian metric (C∞
λ (J∞

r , E),Hλ) được chứng minh chi

tiết trong bổ đề sau.

Bổ đề 2.3. Với mỗi số thực λ > 0, (C∞
λ (J∞

r , E),Hλ) là không gian metric

đầy đủ.

Chứng minh. Giả sử rằng {um}m≥1 là một dãy Cauchy trong (C∞
λ (J∞

r , E),Hλ).

Bước 1. Ta chứng minh dãy {um}m≥1 hội tụ.

Thật vậy, với mỗi ε > 0, tồn tại nε ∈ N sao cho với mọi m,n ≥ nε ta có

Hλ(um, un) < ε. Do đó, với mọi m,n ≥ nε và (x, y) ∈ J∞
r , ta có

d∞(um(x, y), un(x, y)) < εeλ(x+y). (2.16)

Điều này có nghĩa với mỗi (x, y) ∈ J∞
r , {um(x, y)}m≥1 cũng là một dãy Cauchy

trong E. Mặt khác, (E, d∞) là không gian metric đầy đủ. Do đó, tồn tại

u(x, y) ∈ E sao cho

lim
m→∞

d∞(um(x, y), u(x, y)) = 0. (2.17)
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Với (x, y) ∈ J∞
r cố định, lấy giới hạn (2.16) khi m→ ∞, kết hợp với (2.17), ta

được

d∞(un(x, y), u(x, y)) < εeλ(x+y) với n ≥ nε, (2.18)

hay d∞(un(x, y), u(x, y))e
−λ(x+y) < ε. Do đó

sup
(x,y)∈J∞

r

d∞(un(x, y), u(x, y))e
−λ(x+y) < ε, n ≥ nε.

Điều này chứng tỏ Hλ(un, u) < ε với mọi n ≥ nε. Như vậy, lim
n→∞

Hλ(un, u) = 0.

Bước 2. Ta chỉ ra rằng u ∈ C(J∞
r , E).

Cố định (x0, y0) ∈ J∞
r . Vì um liên tục trên J∞

r nên với mọi ε > 0, tồn tại

δ > 0 sao cho với mọi (x, y) ∈ J∞
r thỏa mãn |x− x0|+ |y − y0| < δ ta có

d∞(um(x, y), um(x0, y0)) <
ε

3
.

Đặt B1 = {(x, y) ∈ J∞
r : |x − x0| + |y − y0| < 1} và N = max

(x,y)∈B1

eλ(x+y).

Theo chứng minh Bước 1, với ε1 =
ε

3N
> 0, tồn tại nε1 ∈ N sao cho với mọi

m ≥ nε1 ta có Hλ(um, u) < ε1. Điều này có nghĩa

d∞(um(x, y), u(x, y)) < ε1e
λ(x+y) với mọi (x, y) ∈ J∞

r .

Cố định M ≥ nε1 và đặt δ′ = min{δ, 1}. Khi đó, với (x, y) ∈ Bδ′ , ta có

d∞(uM (x, y), u(x, y)) < ε1 max
(x,y)∈Bδ′

eλ(x+y)

≤ ε1 max
(x,y)∈B1

eλ(x+y) =
ε

3
.

Và do đó, với mọi (x, y) ∈ Bδ′ , ta có đánh giá

d∞(u(x, y), u(x0,y0)) ≤ d∞(u(x, y), uM (x, y))

+ d∞(uM (x, y), uM (x0, y0)) + d∞(uM (x0, y0), u(x0, y0))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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Điều này chứng tỏ u là một hàm liên tục trên J∞
r .

Bước 3. Ta chứng minh rằng u ∈ C∞
λ (J∞

r , E).

Khi (x, y) ∈ J̃∞
r , vì um(x, y) = φ(x, y) nên u(x, y) = φ(x, y). Ta cần chứng

minh rằng sup
(x,y)∈J∞

r

d∞(u(x, y), 0̂)e−λ(x+y) <∞.

Thật vậy, ta có

d∞(u(x, y), 0̂)e−λ(x+y)

≤ d∞(u(x, y), um(x, y))e−λ(x+y) + d∞(um(x, y), 0̂)e−λ(x+y)

≤ Hλ(u, um) + d∞(um(x, y), 0̂)e−λ(x+y), ∀(x, y) ∈ J∞
r .

Vì um ∈ C∞
λ (J∞

r , E) nên sup
(x,y)∈J∞

r

d∞(um(x, y), 0̂)e−λ(x+y) < ∞. Hơn nữa,

lim
m→∞

Hλ(u, um) = 0. Do đó, ta có

sup
(x,y)∈J∞

r

d∞(u(x, y), 0̂)e−λ(x+y) <∞.

Như vậy, um → u ∈ C∞
λ (J∞

r , E) theo metric Hλ, do đó (C∞
λ (J∞

r , E),Hλ) là

một không gian metric đầy đủ. Bổ đề được chứng minh.

Nhận xét 2.6. Giả sử rằng hàm mờ f thỏa mãn giả thiết (A1). Khi đó, ta

có các đánh giá sau∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, u(s,t)), 0̂)dtds

≤
∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, u(s,t)), f(s, t, 0̂))dtds+

∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, 0̂), 0̂)dtds

≤
∫ x

0

∫ y

0

Ld0C(u(s,t), 0̂)dtds+

∫ x

0

∫ y

0

M1e
c1(s+t)dtds

≤ L

∫ x

0

∫ y

0

d0C(u(s,t), 0̂)dtds+
M1

c21
ec1(x+y),∀(x, y) ∈ J∞

0 . (2.19)

Với u ∈ C∞
λ (J∞

r , E), tồn tại ρ > 0 sao cho

d∞(u(x, y), 0̂) ≤ ρeλ(x+y) với mọi (x, y) ∈ J∞
r .
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Khi đó, với mọi (θ, θ′) ∈ J0
r , (s, t) ∈ J∞

0 , ta có

d∞(u(s+ θ, t+ θ′), 0̂) ≤ ρeλ(s+t+θ+θ
′) ≤ ρeλ(s+t).

Do đó

d0C(u(s,t), 0̂) = sup
(θ,θ′)∈J0

r

d∞(u(s+ θ, t+ θ′), 0̂) ≤ ρeλ(s+t),∀(s, t) ∈ J∞
0 . (2.20)

Từ (2.19) và (2.20) ta suy ra∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, u(s,t)), 0̂)dtds ≤
ρL

λ2
eλ(x+y) +

M1

c21
ec1(x+y),∀(x, y) ∈ J∞

0 .

(2.21)

Nhận xét 2.7. Với mọi u, v ∈ C∞
λ (J∞

r , E) và hàm mờ f thỏa mãn giả thiết

(A1), ta có

d∞

(∫ x

0

∫ y

0

f(s, t,u(s,t))dtds,

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, v(s,t))dtds
)

≤L
∫ x

0

∫ y

0

d0C(u(s,t), v(s,t))dtds, (x, y) ∈ J∞
0 .

Chứng minh tương tự (2.10) ta được

d∞

(∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds,

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, v(s,t))dtds
)
≤ L

λ2
Hλ(u, v)e

λ(x+y)

(2.22)

với mọi (x, y) ∈ J∞
0 .

Với φ ∈ C(J̃∞
r , E), xét toán tử N3 xác định bởi

N3(u(x, y))=


ψ(x, y)⊕

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds nếu (x, y) ∈ J∞
0 ,

φ(x, y) nếu (x, y) ∈ J̃∞
r .

(2.23)

Dễ thấy, u là một nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.11)-(2.13) khi và

chỉ khi nó là điểm bất động của toán tử N3.
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Bổ đề 2.4. Giả sử rằng f ∈ C(J∞
0 ×C(J0

r , E), E) và các giả thiết (A1)−(A2)

được thỏa mãn. Khi đó, với mọi λ > max{c1, c2, c3,
√
L}, N3 là ánh xạ co trên

C∞
λ (J∞

r , E).

Chứng minh.

Bước 1. Ta chứng minh rằng N3(C
∞
λ (J∞

r , E)) ⊂ C∞
λ (J∞

r , E). Thật vậy, với

mỗi u ∈ C∞
λ (J∞

r , E) và (x, y) ∈ J∞
0 , ta có

d∞(N3(u(x, y)), 0̂) ≤ d∞(ψ(x, y), 0̂) + d∞
( ∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds, 0̂
)

≤ d∞(ψ(x, y), 0̂) +

∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, u(s,t)), 0̂)dtds.

Từ Nhận xét 2.6, công thức (2.21) ta có

d∞(N3(u(x, y)), 0̂) ≤ d∞(ψ(x, y), 0̂) +
ρL

λ2
eλ(x+y) +

M1

c21
ec1(x+y).

Nhân cả hai vế của bất đẳng thức với e−λ(x+y) ta được

d∞(N3(u(x, y)), 0̂)e
−λ(x+y) ≤ d∞(ψ(x, y), 0̂)e−λ(x+y)+

ρL

λ2
+
M1

c21
e(c1−λ)(x+y)

(2.24)

Mặt khác, từ giả thiết (A2) và tính chất ii) trong Mệnh đề 1.3 ta suy ra

d∞(ψ(x, y),0̂)e−λ(x+y)

≤
[
d∞(η1(x), 0̂) + d∞(η2(y), 0̂) + d∞(φ(0, 0), 0̂)

]
e−λ(x+y)

≤M2e
(c2−λ)(x+y) +M3e

(c3−λ)(x+y) + d∞(φ(0, 0), 0̂).

Vì φ(0, 0) = u(0, 0) và λ > max{c1, c2, c3} nên ta có

d∞(ψ(x, y), 0̂)e−λ(x+y) ≤M2 +M3 + ρ <∞. (2.25)

Kết hợp (2.24) và (2.25) ta thấy rằng

d∞(N3(u(x, y)), 0̂)e
−λ(x+y) ≤M2 +M3 + ρ+

ρL

λ2
+
M1

c21
<∞, (x, y) ∈ J∞

0 .

(2.26)
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Trường hợp (x, y) ∈ J̃∞
r , ta cóN3(u(x, y)) = φ(x, y).Do đó,N3(C

∞
λ (J∞

r , E)) ⊂

C∞
λ (J∞

r , E).

Bước 2. Trong bước này, ta chỉ ra rằng N3 là một ánh xạ co trên C∞
λ (J∞

r , E).

Với mọi u, v ∈ C∞
λ (J∞

r , E), từ tính chất ii) trong Mệnh đề 1.3 và Nhận xét

2.7, công thức (2.22), ta có

d∞(N3(u(x, y)),N3(v(x, y)))

≤ d∞(

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds,

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, v(s,t))dtds)

≤ L

∫ x

0

∫ y

0

Hλ(u, v)e
λ(s+t)dtds ≤ L

λ2
Hλ(u, v)e

λ(x+y)

với mọi (x, y) ∈ J∞
0 . Do đó

d∞(N3(u(x, y)), N3(v(x, y)))e
−λ(x+y) ≤ L

λ2
Hλ(u, v),∀(x, y) ∈ J∞

r .

Điều này dẫn tới

Hλ(N3(u), N3(v)) = sup
(x,y)∈J∞

r

d∞(N3(u(x, y)), N3(v(x, y)))e
−λ(x+y)

≤ L

λ2
Hλ(u, v).

Vì λ >
√
L nên

L

λ2
< 1. Do đó, N3 là ánh xạ co.

Dựa trên các kết quả của Bổ đề 2.3 và Bổ đề 2.4, chúng tôi chứng minh sự

tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.11)-(2.13) trong

định lý sau.

Định lí 2.3. Giả sử hàm f : J∞
0 × C(J0

r , E) → E liên tục và các giả thiết

(A1)−(A2) đúng. Khi đó, tồn tại nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.11)-

(2.13) trên J∞
r và nghiệm này là duy nhất trong không gian C∞

λ (J∞
r , E) với

λ > 0 đủ lớn.

Chứng minh. Xét toán tử N3 : C∞
λ (J∞

r , E) → C∞
λ (J∞

r , E) xác định bởi (2.23).

Từ Bổ đề 2.3, ta thấy (C∞
λ (J∞

r , E),Hλ) là một không gian metric đầy đủ với
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mọi λ > 0 và theo Bổ đề 2.4, N3 : C∞
λ (J∞

r , E) → C∞
λ (J∞

r , E) là một ánh xạ

co. Do đó, theo Định lý 1.7, ta suy ra tồn tại duy nhất u ∈ C∞
λ (J∞

r , E) sao

cho N3(u) = u. Nói cách khác, u là nghiệm tích phân kiểu 1 duy nhất của bài

toán. Định lý được chứng minh.

Tiếp theo, ta xét bài toán (2.11)-(2.13) trong trường hợp u là hàm gH-khả

vi kiểu 2 và với mỗi λ > 0, ta đặt

C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) = {u ∈ C∞
λ (J∞

r , E) : T fψ [u](x, y) ∈ E với mọi (x, y) ∈ J∞
0 }.

Định lý sau khẳng định sự tồn tại nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán với

bán kính nghiệm mờ giảm dần theo thời gian.

Định lí 2.4. Giả sử f ∈ C(J∞
0 × C(J0

r , E), E) và các giả thiết (A1) − (A2)

thỏa mãn. Thêm vào đó, giả sử rằng

(i) C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) ̸= ∅ và

(ii) nếu u ∈ C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) thì T fψ [u](x, y) ∈ C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) với mọi (x, y) ∈ J∞
0 .

Khi đó, tồn tại nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (2.11)-(2.13) trên J∞
r và

nghiệm này là duy nhất trong không gian C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) với λ > 0 đủ lớn.

Chứng minh. Từ giả thiết (i) và (ii), ta xây dựng ánh xạ

N4 : C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) → C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E)

xác định bởi N4u(x, y) = φ(x, y) nếu (x, y) ∈ J̃∞
r và

N4u(x, y) = ψ(x, y)⊖H (−1)

∫ x

0

∫ y

0

f(s, t, u(s,t))dtds nếu (x, y) ∈ J∞
0 .

Với u ∈ C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) và (x, y) ∈ J∞
0 tùy ý, từ tính chất iv) trong Mệnh đề

1.3, ta có

d∞(N4(u(x, y)), 0̂) ≤ d∞(ψ(x, y), 0̂) +

∫ x

0

∫ y

0

d∞(f(s, t, u(s,t)), 0̂)dtds.

Chứng minh tương tự Bổ đề 2.4, ta được N4 là ánh xạ co từ C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E)

đến C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E). Hơn nữa, chứng minh tương tự Bổ đề 2.2, ta có không gian
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(
C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E),Hλ

)
là một không gian metric đầy đủ với mỗi số thực λ > 0.

Do đó, tồn tại duy nhất hàm u ∈ C∞,f
λ,ψ (J∞

r , E) sao cho N2u = u. Khi đó, u là

một nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (2.11)-(2.13) trên J∞
r .

Nhận xét 2.8. Như vậy, bằng cách áp dụng Nguyên lý ánh xạ co Banach

trong các không gian metric thích hợp, chúng tôi chứng minh được sự tồn tại

hai kiểu nghiệm tích phân của bài toán (2.11)-(2.13) trên miền vô hạn J∞
r ,

tương ứng với từng kiểu gH-khả vi khác nhau của đạo hàm Hukuhara suy

rộng. Chứng minh tương tự Mệnh đề 2.3, ta cũng nhận được lớp các số mờ

tam giác để đảm bảo cho T fψ [u](x, y) ∈ E với mọi (x, y) ∈ J∞
0 .

2.3. Một số ví dụ minh họa

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số ví dụ để minh họa cho các

kết quả đã đạt được. Ở ví dụ đầu tiên, sau khi khẳng định sự tồn tại và duy

nhất nghiệm, chúng tôi xây dựng nghiệm mờ bằng việc sử dụng lược đồ của

Buckley - Feuring (xem [16]). Trong khi đó, ở ví dụ thứ hai, áp dụng phương

pháp steps được đưa ra trong [26], chúng tôi có thể chỉ ra được cả hai loại

nghiệm của bài toán.

Ví dụ 2.1. Xét phương trình hyperbolic mờ

Dxyu(x, y) = −e8u(x− 4, y − 4)⊕ (x+ 1)e2yK, (x, y) ∈ J∞
0 (2.27)

với điều kiện biên địa phương

u(x, 0) = (x+ 3)K, u(0, y) = 3e2yK, u(0, 0) = 3K, (x, y) ∈ J∞
0 (2.28)

và điều kiện ban đầu

u(x, y) = (x+
1

4
xy− 3

4
x2y+3)e2yK, (x, y) ∈ J̃∞

4 = J∞
4 \(0,∞)×(0,∞) (2.29)

trong đó K là một số mờ.
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Từ phương trình (2.27), ta suy ra

f(x, y, u(x,y)) = −e8u(x− 4, y − 4)⊕ (x+ 1)e2yK

thỏa mãn điều kiện Lipschitz cùng với hằng số Lipschitz L = e8 vì

d∞
(
f(x, y, u(x,y)), f(x, y, v(x,y))

)
≤ e8d0C(u(x,y), v(x,y)), (x, y) ∈ J∞

0 .

Giả sử tập mức của số mờ K là [K]α = [k−(α), k+(α)] với mọi α ∈ [0, 1]. Khi

đó, ta có

d∞(f(x, y, 0̂), 0̂) ≤ (x+ 1)e2y sup
0≤α≤1

∣∣∣∣k−(α)− k+(α)

∣∣∣∣
≤ 2(x+ 1)e2y sup

0≤α≤1
k+(α) ≤ e2(x+y) sup

0≤α≤1
k+(α).

Điều này chứng tỏ điều kiện (A1) được thỏa mãn với c1 = 2 và M1 =

sup
0≤α≤1

k+(α). Lập luận tương tự, ta được

d∞(η1(x), 0̂) ≤ 6ex sup
0≤α≤1

k+(α)

và d∞(η2(y), 0̂) ≤ 6e2y sup
0≤α≤1

k+(α). Như vậy, điều kiện (A2) thỏa mãn với

c2 = 1, c3 = 2, M2 = 6 sup
0≤α≤1

k+(α) và M3 = 6 sup
0≤α≤1

k+(α).

Nếu ta chọn λ > max{c1, c2, c3,
√
L} = e4 thì tất cả các điều kiện của Định

lý 2.3 đều được thỏa mãn. Do đó, tồn tại duy nhất một nghiệm tích phân kiểu

1 của bài toán (2.27)-(2.29) trên J∞
4 .

Dễ thấy rằng trong trường hợp hàm được xét là hàm cổ điển thì u(x, y) =

k(x+3)e2y là một nghiệm cổ điển của bài toán (2.27) - (2.29). Khi đó, sử dụng

lược đồ của Buckley - Feuring (xem [16]), bằng cách mờ hóa nghiệm cổ điển

dựa trên Nguyên lý suy rộng Zadeh (Định nghĩa 1.2, trang 17), chúng tôi tìm

được một nghiệm mờ là nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.27)-(2.29) với

tập mức là

[u(x, y)]α = (x+ 3)e2y[k−(α), k+(α)], (x, y) ∈ J∞
4 , α ∈ [0, 1].
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Ví dụ 2.2. Xét phương trình đạo hàm riêng hyperbolic mờ

Dxyu(x, y) = −eu(x− 1, y − 1)⊕ xey(−1, 0, 1), (x, y) ∈ J∞
0 (2.30)

với điều kiện biên địa phương

u(x, 0) = x(−1, 0, 1), x ∈ [0,∞), u(0, y) = 0̂, y ∈ [0,∞) (2.31)

và điều kiện ban đầu

u(x, y) = x(y + 1)(−1, 0, 1), (x, y) ∈ J̃∞
1 := J∞

1 \(0,∞)× (0,∞). (2.32)

Trường hợp 1. u ∈ W1(J
∞
1 , E).

Từ Nhận xét 1.3, ta có

[Dxyu(x, y)]
α =

[∂2u−α
∂x∂y

(x, y),
∂2u+α
∂x∂y

(x, y)
]
.

Khi đó, với mỗi điều kiện ban đầu cho trước, áp dụng phương pháp steps

[26], ta tìm nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (2.30) - (2.32) trên miền

[0, n]2 với mọi n ≥ 2. Cụ thể, trong bài toán này, sử dụng phương pháp steps

chúng tôi tìm nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán trên [0, 2]2.

Đầu tiên, với (x, y) ∈ [0, 1]2, nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán được

xác định bởi tập mức

[u(x, y)]α =

(
e

4
y2(x2 − 2x) +

x2

2
(ey − 1) + x

)
[α− 1, 1− α].

Trường hợp (x, y) ∈ [0, 1]× [1, 2] hoặc (x, y) ∈ [1, 2]× [0, 1], α ∈ [0, 1], làm

tương tự ta nhận được công thức nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán giống

như trường hợp đầu tiên.

Cuối cùng, khi (x, y) ∈ [1, 2]2, α ∈ [0, 1], ta sử dụng các nghiệm tìm được

trong ba trường hợp trước như điều kiện ban đầu và thu được nghiệm tích

phân kiểu 1 của bài toán được có tập mức xác định bởi
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[u(x,y)]α =

(
e2

36
(−x3 + 6x2 − 9x+ 4)(y − 1)3 +

−x3 + 6x2 − 3x+ 1

6
ey

+
e

6
(x3 − 6x2 + 9x− 4)y +

e

4
[3(x− 1)2 − y2]− x2

2
+ x

)
[α− 1, 1− α].

Trường hợp 2. u ∈ W2(J
∞
1 , E).

Từ Nhận xét 1.3, ta có

[Dxyu(x, y)]
α =

[∂2u+α
∂x∂y

(x, y),
∂2u−α
∂x∂y

(x, y)
]
.

Tương tự như trường hợp 1, với mỗi điều kiện ban đầu cho trước, áp dụng

phương pháp steps, khi (x, y) ∈ [0, 1]2 hoặc [0, 1]× [1, 2] hoặc [1, 2]× [0, 1], ta

tìm được nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán

[u(x, y)]α =

(
e

4
(x2 − 2x)y2 +

x2

2
(ey − 1)− x

)
[α− 1, 1− α], α ∈ [0, 1]

và khi (x, y) ∈ [1, 2]2, ta được

[u(x, y)]α =

(
e2

36
(x3 − 6x2 + 9x− 4)(y − 1)3 +

x3 + 3x− 1

6
ey

− x3 − 3x+ 2

6
ey +

e

4
[3(x− 1)2 − y2]− x2

2
− x

)
[α− 1, 1− α],

với α ∈ [0, 1].

Kết luận Chương 2

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu phương trình hyperbolic mờ có trễ

với điều kiện ban đầu địa phương dưới tính khả vi Hukuhara suy rộng trên

miền bị chặn và trên miền vô hạn. Các kết quả đạt được bao gồm:

1) Chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân kiểu 1 và kiểu 2 trên

miền bị chặn (Định lý 2.1 và Định lý 2.2).

2) Chứng minh sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm tích phân kiểu 1 và kiểu 2

trên miền vô hạn (Định lý 2.3 và Định lý 2.4).
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3) Đưa ra lớp các số mờ tam giác đảm bảo sự tồn tại nghiệm tích phân kiểu 2

của bài toán (Mệnh đề 2.3).

4) Đưa ra một số ví dụ minh họa cho các kết quả đạt được. Áp dụng phương

pháp steps được đưa ra trong [39] để tìm nghiệm mờ phương trình đạo hàm

riêng hyperbolic mờ có trễ trong ví dụ cụ thể, trong đó ta có thể chỉ ra được

cả hai nghiệm khả vi Hukuhara suy rộng kiểu (i) và kiểu (ii).

Các kết quả này là nền tảng cho việc nghiên cứu dáng điệu tiệm cận các

nghiệm mờ, thích hợp cho việc mô phỏng sự truyền sóng đàn hồi hoặc sóng

âm cùng với sự không chắc chắn trong môi trường động lực.
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Chương 3

BÀI TOÁN BIÊN ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM

RIÊNG MỜ DẠNG HYPERBOLIC BẬC PHÂN SỐ

Phương trình vi phân và tích phân bậc phân số được sử dụng để mô hình

hóa cho nhiều tiến trình khác nhau trong vật lý, hóa học và kỹ thuật [34]. Một

trong những công trình đầu tiên về phương trình vi phân mờ bậc phân số là

của Agarwal và các cộng sự [4] và sau đó là của tác giả Arshad [9, 10] với khái

niệm đạo hàm Riemann-Liouville mờ dựa trên hiệu Hukuhara giữa các tập mờ

[28]. Lý thuyết về giải tích bậc phân số mờ đã được Salahshour, Ahmadian,

Agarwal sử dụng để mô hình hóa một số bài toán thực tế [5, 52].

Từ năm 2010 đến nay, có nhiều công trình nghiên cứu về phương trình vi

phân mờ bậc phân số dưới những khái niệm khả vi mờ khác nhau, như tính

khả vi Hukuhara [4, 9, 10], tính khả vi Hukuhara suy rộng, đạo hàm Caputo

[6, 27, 42]. Tuy nhiên theo hiểu biết của chúng tôi, chưa có nhiều nghiên cứu về

phương trình đạo hàm riêng mờ bậc phân số. Do đó, trong chương này, chúng

tôi nghiên cứu phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số.

Đầu tiên, dựa trên khái niệm tích phân Riemann - Liouville cho hàm hai

biến giá trị thực và Định lý Stacking (Định lý 1.2), chúng tôi xây dựng khái

niệm tích phân Riemann - Liouville cho hàm hai biến giá trị số mờ (Định nghĩa

3.2). Tính đúng đắn của khái niệm này được chứng minh chi tiết trong Bổ đề

3.3. Khái niệm đạo hàm Caputo dựa trên hiệu Hukuhara suy rộng được đưa

ra trong Định nghĩa 3.3 dưới sự kết hợp của hai khái niệm: đạo hàm Hukuhara

suy rộng và tích phân Riemann - Liouville. Một số ví dụ được đưa ra để minh

họa cho các khái niệm này. Bài toán biên địa phương cho phương trình đạo



61

hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số được đưa ra trong Mục 3.2. Tương

tự trong Chương 2, với giả thiết hàm f thỏa mãn điều kiện Lipschitz, chúng

tôi chứng minh được các kết quả về tính giải được duy nhất của bài toán trên

miền bị chặn và trên miền vô hạn trong các Định lý 3.1, 3.2, 3.4 và Định lý 3.5.

Hơn nữa, với giả thiết hàm f bị chặn (f có thể không Lipschitz), bằng cách sử

dụng Định lý điểm bất động Schauder cho không gian metric nửa tuyến tính,

chúng tôi chứng minh được sự tồn tại nghiệm của bài toán trên miền bị chặn

(Định lý 3.3).

Nội dung của chương được trình bày dựa trên các bài báo số 3 và số 4 trong

Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

3.1. Đạo hàm bậc phân số của các hàm hai biến giá trị số mờ

3.1.1. Đạo hàm bậc phân số của hàm hai biến giá trị thực

Định nghĩa 3.1. [1] Giả sử q = (q1, q2) ∈ (0, 1] × (0, 1] và u ∈ L1(Jab,R).

Tích phân Riemann - Liouville bậc q của hàm thực u được xác định bởi

RLIq0+u(x, y) =
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1u(s, t)dtds (3.1)

miễn là tích phân ở vế phải xác định với hầu khắp (x, y) ∈ Jab.

Khi q = (1, 1), ta quy ước

RLI10+u(x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

u(s, t)dtds, (x, y) ∈ Jab.

Đạo hàm Caputo bậc q của u theo x, y được xác định bởi

CDqu(x, y) = RLI1−q0+

( ∂2u
∂x∂y

(x, y)
)
, (x, y) ∈ Jab

với điều kiện tích phân ở vế phải được xác định, trong đó 1−q = (1−q1, 1−q2).

Ví dụ 3.1. [1] Cho λ, ω ∈ (−1,∞) và q = (q1, q2) ∈ (0, 1]× (0, 1]. Khi đó, ta

có
RLIq0+x

λyω =
Γ(1 + λ)Γ(1 + ω)

Γ(1 + λ+ q1)Γ(1 + ω + q2)
xλ+q1yω+q2 ,
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với hầu khắp (x, y) ∈ Jab.

Tính chất sau về tích phân bậc phân số của hàm số mũ v(x, y) = eλx, λ >

0, (x, y) ∈ [0,∞)× [0, b] được trích từ Bổ đề 2.3 trong bài báo số 4 trong Danh

mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. Kết luận của bổ

đề này đóng vai trò quan trọng trong các đánh giá về sự tồn tại cũng như tính

chất nghiệm của các bài toán trong Chương 3 và Chương 4.

Bổ đề 3.1. Cho q = (q1, q2) ∈ (0, 1] × (0, 1], λ > 0 và hàm số v(x, y) =

eλx, (x, y) ∈ [0,∞)× [0, b]. Với ε > 0 tùy ý, tồn tại C > 0 sao cho

RLIq0+v(x, y) ≤ G(λ, b, q1, q2)e
λx

với mọi (x, y) ∈ [0,∞)× [0, b], trong đó

G(λ, b, q1, q2) =
bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
max

{( C

λ
1

1+ε

)q1
; 2
( C

λ
1

1+ε

) q1
2

+
1

λ

( C

λ
1

1+ε

)q1
}
.

Chứng minh. Ta có

RLIq0+v(x, y) =
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − z)q2−1eλsdzds.

Đặt t = x− s, ta được∫ x

0

(x− s)q1−1eλsds = −
∫ 0

x

tq1−1eλ(x−t)dt = eλx
∫ x

0

tq1−1e−λtdt.

Dễ thấy rằng với ε > 0 tùy ý, tồn tại C =
( 1

εe

) 1
1+ε

> 0 sao cho phương trình

t = e−λt, λ > 0, t > 0

có duy nhất nghiệm t0 thỏa mãn

t0 ≤ C

λ
1

1+ε

. (3.2)

Giả sử t0 > 0 là một nghiệm của phương trình t1−q1 = e(q1−1)λt. Vì q1 ≤ 1

nên dễ thấy t1−q10 = e(q1−1)λt0 ≤ 1. Do đó, t0 ≤ 1.

Trường hợp 1: x < t0 ≤ 1. Khi đó, ta có đánh giá∫ x

0

(x− s)q1−1eλsds = eλx
∫ x

0

tq1−1e−λtdt ≤ eλx

q1
tq10 ≤ eλx

q1

( C

λ
1

1+ε

)q1
.



63

Hơn nữa, với mọi y ∈ [0, b], ta có∫ y

0

(y − z)q2−1dz =
yq2

q2
≤ bq2

q2
.

Do đó, trong trường hợp này, ta có

RLIq0+u(x, y) ≤
bq2eλx

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)

( C

λ
1

1+ε

)q1
.

Trường hợp 2: x ≥ t0. Ta có∫ x

0

(x− s)q1−1eλsds = eλx
[ ∫ t0

0

tq1−1e−λtdt+

∫ x

t0

tq1−1e−λtdt
]
.

+ Xét hàm số f(t) = tq1−1 − e(1−q1)λt với t ≥ t0. Ta có

f ′(x) = (q1 − 1)tq1−2 − λ(1− q1)e
(1−q1)λt ≤ 0

Điều này chứng tỏ f là một hàm giảm và do đó tq1−1 ≤ e(1−q1)λt với mọi t ≥ t0

và λ > 0.

+ Xét hai hàm số g(t) = e−λt và h(t) = t−
q1
2 với 0 ≤ t < t0 ≤ 1. Dễ

thấy g(t) ∈ [e−λ, 1) và h(t) ∈ (1,+∞) với mọi 0 ≤ t < t0 ≤ 1. Do đó,

g(t) ≤ h(t) ∀t ∈ (0, t0]. Điều này có nghĩa e−λt < t−
q1
2 với mọi t ∈ (0, t0].

Như vậy, trong trường hợp t0 ∈ [0, x], ta thấy rằng∫ x

0

(x− s)q1−1eλsds =eλx
[ ∫ t0

0

tq1−1e−λtdt+

∫ x

t0

tq1−1e−λtdt
]

≤ eλx
[ ∫ t0

0

tq1−1t−
q1
2 dt+

∫ x

t0

eλ(1−q1)te−λtdt
]

= eλx
[ ∫ t0

0

t
q1
2 −1dt+

∫ x

t0

e−λq1tdt
]

= eλx
[ 2

q1
t
q1
2
0 +

1

λq1
e−λq1t0 − 1

λq1
e−λq1x].

Vì e−λt0 = t0 và
1

λq1
e−λq1x > 0 với mọi x > 0 và do đó

∫ x

0

(x− s)q1−1eλsds ≤ eλx

q1

[
2t

q1
2
0 +

1

λ
tq10

]
với x > 0.
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Từ bất phương trình (3.2), ta suy ra

2t
q1
2
0 +

1

λ
tq10 ≤ 2

( C

λ
1

1+ε

) q1
2

+
1

λ

( C

λ
1

1+ε

)q1
.

Do đó, trong trường hợp này, ta có

RLIq0+u(x, y) ≤
bq2eλx

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)

[
2
( C

λ
1

1+ε

) q1
2

+
1

λ

( C

λ
1

1+ε

)q1]
Đặt

G(λ, b, q1, q2) =
bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
max

{( C

λ
1

1+ε

)q1
; 2
( C

λ
1

1+ε

) q1
2

+
1

λ

( C

λ
1

1+ε

)q1
}
.

Khi đó, với mọi (x, y) ∈ [0,∞)× [0, b], ta có

RLIq0+u(x, y) ≤ G(λ, b, q1, q2)e
λx.

Bổ đề được chứng minh.

Nhận xét 3.1. Với mỗi k > 0 cho trước, ta có thể chọn λ > 0 đủ lớn sao cho

G(λ, b, q1, q2) < k. (3.3)

3.1.2. Đạo hàm bậc phân số của hàm hai biến giá trị mờ

Trong phần này, chúng tôi xây dựng khái niệm đạo hàm Caputo cho hàm

hai biến giá trị mờ. Kết quả được trình bày dựa trên phần đầu của bài báo số

3 trong Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án. Để

định nghĩa tích phân bậc phân số cho hàm hai biến giá trị mờ u : Jab → E,

chúng tôi chứng minh bổ đề sau:

Bổ đề 3.2. Cho q = (q1, q2) ∈ (0, 1]× (0, 1] và hàm mờ u : Jab → E sao cho

[u(x, y)]α = [u−α (x, y), u
+
α (x, y)] với mọi α ∈ [0, 1]. Nếu u−α , u

+
α ∈ L1(Jab,R) và

RLIq0+u
−
α (x, y),

RLIq0+u
+
α (x, y) tồn tại với hầu khắp (x, y) ∈ Jab thì họ các đoạn

{Gα}α∈[0,1], với

Gα :=
[
RLIq0+u

−
α (x, y),

RLIq0+u
+
α (x, y)

]
,

xác định một số mờ v(x, y) ∈ E sao cho [v(x, y)]α = Gα, α ∈ [0, 1].
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Chứng minh. Với mỗi (x, y) ∈ Jab, vì u(x, y) ∈ E nên với q ∈ (0, 1]× (0, 1], ta

đặt

Gα =
1

Γ(q1)Γ(q2)

[ ∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1u−α (s, t)dtds,∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1u+α (s, t)dtds
]
.

Giả sử α1, α2 ∈ [0, 1] và α1 ≤ α2. Khi đó u−α1
(s, t) ≤ u−α2

(s, t) và u+α1
(s, t) ≥

u+α2
(s, t). Do vậy Gα2 ⊆ Gα1 . Với mọi αn ∈ (0, 1], vì u(0, 0)−(s, t) ≤ u−αn

(s, t) ≤

u−1 (s, t) và u(0, 0)+(s, t) ≥ u+αn
(s, t) ≥ u+1 (s, t) nên ta có:|u−αn

(s, t)| ≤ max{|u(0, 0)−(s, t)|, |u−1 (s, t)|} := g1(s, t)

|u+αn
(s, t)| ≤ max{|u(0, 0)+(s, t)|, |u+1 (s, t)|} := g2(s, t).

Rõ ràng, gi là khả tích Lebesgue trên [0, x] × [0, y], với i = 1, 2. Do đó, nếu

{αn} là một dãy không giảm hội tụ tới α ∈ (0, 1] thì theo Định lý sự hội tụ

trội Lebesgue, ta có

lim
n→∞

1

Γ(q1)Γ(q2)

x∫
0

y∫
0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1ukαn
(s, t)dtds

=
1

Γ(q1)Γ(q2)

x∫
0

y∫
0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1ukα(s, t)dtds

trong đó ukαn
kí hiệu cho u−αn

hoặc u+αn
. Do đó, Gα =

∩
n≥1

Gαn
. Theo Định lý

1.3, ta nhận được kết quả của bổ đề.

Từ bổ đề trên, ta có thể định nghĩa tích phân Riemann - Liouville bậc phân

số cho các hàm mờ như sau:

Định nghĩa 3.2. Cho q = (q1, q2) ∈ (0, 1]×(0, 1] và u ∈ L1(Jab, E), [u(x, y)]α =

[u−α (x, y), u
+
α (x, y)] với mọi α ∈ [0, 1]. Tích phân Riemann - Liouville bậc q cho

hàm mờ u được kí hiệu hình thức dưới dạng

RL
F Iq0+u(x, y) =

1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1u(s, t)dtds
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và được xác định bởi tập mức

[RLF Iq0+u(x, y)]
α = [RLIq0+u

−
α (x, y),

RLIq0+u
+
α (x, y)], α ∈ [0, 1]

với mọi (x, y) ∈ Jab. Khi q = (1, 1), ta kí hiệu

RL
F I1

0+u(x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

u(s, t)dtds với mọi (x, y) ∈ Jab.

Ví dụ 3.2. Cho u : Jab → E là một hàm mờ, u(x, y) = xyC trong đó C là số

mờ với tập mức [C]α = [α, 2−α] với mọi α ∈ [0, 1]. Khi đó, với q ∈ (0, 1]×(0, 1],

ta có

[RLF Iq0+u(x, y)]
α =[RLIq0+αxy,

RLIq0+(2− α)xy]

=
B(2, q1)B(2, q2)

Γ(q1)Γ(q2)
xq1+1yq2+1[α, 2− α]

=
4

Γ(q1 + 2)Γ(q2 + 2)
xq1+1yq2+1[C]α.

Do đó, RLF Iq0+u(x, y) =
4

Γ(q1 + 2)Γ(q2 + 2)
xq1yq2u(x, y), (x, y) ∈ Jab.

Mệnh đề 3.1. Cho p = (p1, p2), q = (q1, q2) ∈ (0, 1] × (0, 1] sao cho p + q =

(p1 + q1, p2 + q2) ∈ (0, 1]× (0, 1] và u ∈ L1(Jab, E). Khi đó, ta có

(RLF Ip0+)(
RL
F Iq0+)u = (RLF Ip+q0+ )u

với điều kiện các tích phân ở vế phải và vế trái xác định.

Chứng minh. Giả sử g ∈ L1(Jab, E) sao cho [g(x, y)]α = [g−α (x, y), g
+
α (x, y)]

với mọi (x, y) ∈ Jab và α ∈ [0, 1], trong đó

g−α (x, y) :=
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1u−α (s, t)dtds

và

g+α (x, y) :=
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)q1−1(y − t)q2−1u+α (s, t)dtds.
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Điều này có nghĩa là [RLF Iq0+u(x, y)]
α = [g−α (x, y), g

+
α (x, y)] hay RL

F Iq0+u(x, y) =

g(x, y). Do đó, ta có

[RLF Ip0+
RL
F Iq0+u]

α = [RLF Ip0+g(x, y)]
α

=
1

Γ(p1)Γ(p2)

[ ∫ x

0

∫ y

0

(x− s)p1−1(y − t)p2−1g−α (s, t)dtds,∫ x

0

∫ y

0

(x− s)p1−1(y − t)p2−1g+α (s, t)dtds
]
. (3.4)

Để đơn giản, ta đặt X = x− s, Y = y − t, S = s− s1 và T = t− t1. Khi đó,

ta được∫ x

0

∫ y

0

(x− s)p1−1(y − t)p2−1g−α (s, t)dtds

=
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

∫ y

0

Xp1−1Y p2−1

∫ s

0

∫ t

0

Sq1−1T q2−1u−
α (s− S, t− T )dTdSdY dX.

(3.5)

Xét tích phân

A− =

∫ x

0

∫ y

0

Xp1−1Y p2−1

∫ s

0

∫ t

0

Sq1−1T q2−1u−α (s− S, t− T )dTdSdY dX

=

∫ x

0

Xp1−1

∫ s

0

Sq1−1
(∫ y

0

∫ t

0

Y p2−1T q2−1u−α (s− S, t− T )dTdY
)
dSdX

=

∫ x

0

Xp1−1

∫ s

0

Sq1−1
(∫ y

0

∫ y

T

Y p2−1T q2−1u−α (s− S, t− T )dTdY
)
dSdX

=

∫ x

0

∫ x

S

Xp1−1Sq1−1dXdS

∫ y

0

∫ y

T

Y p2−1T q2−1u−α (s− S, t− T )dTdY.

Tiếp tục thay X = (x− S)(1− θ1), S = θ1(x− S), Y = (t− T )(1− θ2), T =

θ2(t− T ) vào A−, ta được

A− =

∫ x

0

∫ 1

0

(x− s1)
p1−1(1− θ1)

p1−1θq1−1
1 (x− s1)

q1dθ1ds1×∫ y

0

∫ 1

0

(y − t1)
p2−1(1− θ2)

p2−1θq2−1
2 (y − t1)

q2u−α (s1, t1)dθ2dt1

=

∫ x

0

(x− s1)
p1+q1−1ds1

∫ 1

0

(1− θ1)
p1−1θq1−1

1 dθ1×∫ y

0

(y − t1)
p2+q2−1u−α (s1, t1)dt1

∫ 1

0

(1− θ2)
p2−1θq2−1

2 dθ2
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Như vậy, ta được

A− = B(p1, q1)B(p2, q2)

∫ x

0

∫ y

0

(x−s1)p1+q1−1(y−t1)p2+q2−1u−α (s1, t1)dt1ds1.

(3.6)

Kết hợp (3.4) - (3.6), ta có

[RL
F Ip

0+
RL
F Iq

0+
u]α

=
1

Γ(p1 + q1)Γ(p2 + q2)

[∫ x

0

∫ y

0

(x− s1)
p1+q1−1(y − t1)

p2+q2−1u−
α (s1, t1)dt1ds1,

∫ x

0

∫ y

0

(x− s1)
p1+q1−1(y − t1)

p2+q2−1u+
α (s1, t1)dt1ds1

]
.

Điều này tương đương với [RLF Ip0+
RL
F Iq0+u]

α = [RLF Ip+q0+ u]α với mọi α ∈ [0, 1].

Mệnh đề được chứng minh.

Định nghĩa 3.3. Cho q = (q1, q2) ∈ [0, 1) × [0, 1) và u ∈ W1(Jab, E) ∪

W2(Jab, E). Đạo hàm gH-Caputo bậc q của hàm mờ u theo x, y được xác định

bởi:
C
gHDqu(x, y) = RL

F I1−q
0+

(
Dxyu(x, y)

)
, (x, y) ∈ Jab

với điều kiện các biểu thức ở vế phải được xác định, trong đó 1 − q = (1 −

q1, 1− q2).

• Nếu u ∈ W1(Jab, E) thì ta nói u là khả vi gH-Caputo bậc q kiểu (i) theo

x, y trên Jab.

• Nếu u ∈ W2(Jab, E) thì ta nói u là khả vi gH-Caputo bậc q kiểu (ii) theo

x, y trên Jab.

Ví dụ 3.3. Xét hàm mờ u cho trong Ví dụ 3.2, u(x, y) = xyC. Đạo hàm

Hukuhara suy rộng của u theo x được tính như sau

lim
h→0

1

h

(
u(x+ h, y)⊖gH u(x, y)

)
= lim
h→0

1

h

(
(x+ h)yC ⊖gH xyC

)
= yC.
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Vậy
∂u

∂x
(x, y) = yC. Tương tự, ta được Dxyu(x, y) = C. Dễ thấy trong trường

hợp này u ∈ W1(Jab, E) và ta có

[CgHDqu(x, y)]α = [RLF I1−q
0+ Dxyu(x, y)]

α

=
1

Γ(1− q1)Γ(1− q2)

x1−q1y1−q2

(1− q1)(1− q2)
[α, 2− α]

=
1

Γ(2− q1)Γ(2− q2)
x1−q1y1−q2 [C]α.

Do đó, u là gH-khả vi Caputo kiểu (i) và

C
gHDqu(x, y) =

1

Γ(2− q1)Γ(2− q2)
x−q1y−q2u(x, y).

Ví dụ 3.4. Xét hàm mờ u : Jab −→ E xác định bởi u(x, y) = (x−xy)C, trong

đó b < 1 và C = (0, 2, 3, 5). Ta có:

lim
h→0

1

h

(
u(x+ h, y)⊖gH u(x, y)

)
= lim
h→0

1

h

(
(x+ h)(1− y)C ⊖gH x(1− y)C

)
= (1− y)C

Điều này có nghĩa là
∂u

∂x
(x, y) = (1− y)C.

Mặt khác, vì b < 1 nên với mọi y ∈ [0, b] ta có 1− y > 0. Khi đó u là gH-khả

vi kiểu (i) theo x. Tiếp tục ta được

Dxyu(x, y) = lim
h→0

1

h

(∂u
∂x

(x, y)⊖gH
∂u

∂x
(x, y + h)

)
= (−1)C.

Trong trường hợp này, ta thấy
∂u

∂x
là gH-khả vi kiểu (ii) theo y và

[CgHDqu(x, y)]α = [RLF I1−q
0+ gHDxyu(x, y)]

α

=
1

Γ(1− q1)Γ(1− q2)

[ ∫ x

0

∫ y

0

(x− s)−q1(y − t)−q22αdtds,∫ x

0

∫ y

0

(x− s)−q1(y − t)−q2(5− 2α)dtds
]

=
1

Γ(1− q1)Γ(1− q2)

x1−q1y1−q2

(1− q1)(1− q2)
[2α, 5− 2α].
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Điều này có nghĩa là

[CgHDqu(x, y)]α =
1

Γ(2− q1)Γ(2− q2)
x1−q1y1−q2 [(−1)C]α.

Do đó, u khả vi gH-Caputo kiểu (ii) và ta có

C
gHDqu(x, y) =

−x1−q1y1−q2
Γ(2− q1)Γ(2− q2)

C.

3.2. Bài toán biên đối với phương trình đạo hàm riêng mờ dạng

hyperbolic bậc phân số trên miền bị chặn

3.2.1. Đặt bài toán

Xét phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số

C
gHDqu(t, x) = f(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ ΩbT = [0, T ]× [0, b] (3.7)

cùng điều kiện biên địa phương

u(t, 0) = η1(t), t ∈ [0, T ], u(0, x) = η2(x), x ∈ [0, b], (3.8)

trong đó f : ΩbT × C(ΩbT , E) → E và η1 ∈ C([0, T ], E), η2 ∈ C([0, b], E) là các

hàm cho trước sao cho các hiệu η1(t) ⊖H u(0, 0), η2(x) ⊖H u(0, 0) tồn tại, với

t ∈ [0, T ], x ∈ [0, b] và η1(0) = η2(0) = u(0, 0).

Mệnh đề 3.2. Giả sử u(., .) ∈ W1(Ω
b
T , E)∪W2(Ω

b
T , E) thỏa mãn (3.7)-(3.8).

1) Nếu u ∈ W1(Ω
b
T , E) thì u thỏa mãn phương trình tích phân sau

u(t, x) = ψ(t, x)⊕RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)) với mọi (t, x) ∈ ΩbT . (3.9)

2) Nếu u ∈ W2(Ω
b
T , E) thì u thỏa mãn phương trình tích phân sau

u(t, x) = ψ(t, x)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)) với mọi (t, x) ∈ ΩbT . (3.10)

Trong đó ψ(t, x) = η2(x)⊕ [η1(t)⊖H η1(0)], (t, x) ∈ ΩbT .
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Chứng minh. Giả sử u(t, x) là một nghiệm của bài toán (3.7) - (3.8). Từ Định

nghĩa 3.3, ta có

RL
F I1−q

0+

(
Dtxu(t, x)

)
= f(t, x, u(t, x)), với (t, x) ∈ ΩbT , k = 1, 2.

Vì f ∈ C(ΩbT × C(ΩbT , E), E) nên tích phân RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)) tồn tại và

RL
F Iq0+

RL
F I1−q

0+

(
Dtxu(t, x)

)
= RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)).

Áp dụng Mệnh đề 3.1, ta có RL
F I1

0+

(
Dtxu(t, x)

)
= RL

F Iq0+f(t, x, u(t, x)). Điều

này suy ra∫ t

0

∫ x

0

Dszu(s, z)dzds =
RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)) với mọi (t, x) ∈ ΩbT .

Chứng minh tương tự Mệnh đề 2.1 ta nhận được điều phải chứng minh.

Định nghĩa 3.4. Hàm u ∈ C(ΩbT , E) được gọi là

1) nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (3.7)-(3.8) nếu nó thỏa mãn phương

trình tích phân (3.9),

2) nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (3.7)-(3.8) nếu nó thỏa mãn phương

trình tích phân (3.10).

3.2.2. Tính giải được của bài toán

Với giả thiết hàm vế phải f thỏa mãn điều kiện Lipschitz, bằng cách sử

dụng Nguyên lý ánh xạ co Banach, chúng tôi nhận được sự tồn tại và duy nhất

nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (3.7)-(3.8) trong định lý sau.

Định lí 3.1. Giả sử hàm f ∈ C(ΩbT × C(ΩbT , E), E) thỏa mãn điều kiện

Lipschitz theo biến thứ ba, tức là tồn tại số thực dương L sao cho

d∞(f(t, x, ϕ1), f(t, x, ϕ2)) ≤ Ld∞(ϕ1, ϕ2) (3.11)

với mọi ϕ1, ϕ2 ∈ C(ΩbT , E), (t, x) ∈ ΩbT . Khi đó, bài toán (3.7)-(3.8) có duy

nhất nghiệm tích phân kiểu 1 trên ΩbT .
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Chứng minh. Xét trên C(ΩbT , E) metric dr xác định bởi

dr(u, v) = sup
(t,x)∈Ωb

T

{
tr1xr2d∞(u(t, x), v(t, x))

}
, r = (r1, r2), r1, r2 > 0.

Ta có (C(ΩbT , E), dr) là không gian metric đầy đủ. Với u ∈ (C(ΩbT , E), dr), đặt

P1(u(t, x)) = ψ(t, x)⊕ RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)) với mọi (t, x) ∈ ΩbT .

Từ Bổ đề 1.5, ta suy ra P1u ∈ (C(ΩbT , E), dr). Ta sẽ chứng minh P1 có điểm

bất động duy nhất trong (C(ΩbT , E), dr). Thật vậy, từ tính chất ii) của metric

d∞ trong Mệnh đề 1.3, ta có

d∞(P1u(t, x), P1v(t, x))

≤ d∞
(
RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)),

RL
F Iq0+f(t, x, v(t, x))

)
≤ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1Ld∞(u(s, z), v(s, z))dzds

≤ L

Γ(q1)Γ(q2)
d1−q(u, v)

∫ t

0

(t− s)q1−1sq1−1ds

∫ x

0

(x− z)q2−1zq2−1dz

≤ LΓ(q1)Γ(q2)

Γ(2q1)Γ(2q2)
t2q1−1x2q2−1d1−q(u, v).

Bất đẳng thức này tương đương với

t1−q1x1−q2d∞(P1u, P1v) ≤
Ltq1xq2Γ(q1)Γ(q2)

Γ(2q1)Γ(2q2)
d1−q(u, v). (3.12)

Tiếp theo, với mỗi n ∈ N, n ≥ 2, ta xây dựng phép toán Pn1 như sau

Pn1 (u(t, x)) = P1(P
n−1
1 (u(t, x))) với mọi (t, x) ∈ ΩbT .

Sử dụng phương pháp quy nạp toán học, ta chứng minh đánh giá

d∞(Pn1 u(t, x), P
n
1 v(t, x)) ≤

Ltnq1+q1−1xnq2+q2−1Γ(q1)Γ(q2)

Γ((n+ 1)q1)Γ((n+ 1)q2)
d1−q(u, v) (3.13)

đúng với mọi u, v ∈ (C(ΩbT , E), dr), n ∈ N, n ≥ 2.

Thật vậy, khi n = 2, ta thấy (3.13) đúng. Giả sử rằng (3.13) đúng với n = k.

Khi đó, với n = k + 1, ta có

d∞(P k+1
1 u(t, x), P k+1

1 v(t, x)) = d∞(P1(P
k
1 u)(t, x), P1(P

k
1 v)(t, x))
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≤ d∞(RLF Iq0+f(t, x, P
k
1 u(t, x)),

RL
F Iq0+f(t, x, P

k
1 v(t, x)))

≤ L

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1d∞
(
P k1 u(s, z), P

k
1 v(s, z))

)
dzds

Từ giả thiết quy nạp ta được

d∞(P k+1
1 u(t, x), P k+1

1 v(t, x))

≤ Lk+1t(k+2)q1−1x(k+2)q2−1

Γ((k + 1)q1)Γ((k + 1)q2)
d1−q(u, v)B(q1, (k + 1)q1)B(q2, (k + 1)q2)

≤ Lk+1t(k+2)q1−1x(k+2)q2−1Γ(q1)Γ(q2)

Γ((k + 2)q1)Γ((k + 2)q2)
d1−q(u, v) (3.14)

Do đó, (3.13) đúng với n = k + 1. Bất đẳng thức được chứng minh.

Tiếp tục, ta nhân cả hai vế của bất đẳng thức (3.13) với t1−q1x1−q2 ta được

t1−q1x1−q2d∞(Pn1 u(t, x), P
n
1 v(t, x)) ≤

Lntnq1xnq2Γ(q1)Γ(q2)

Γ((n+ 1)q1)Γ((n+ 1)q2)
d1−q(u, v).

Điều này suy ra

d1−q(P
n
1 u, P

n
1 v) ≤

LnTnq1bnq2Γ(q1)Γ(q2)

Γ((n+ 1)q1)Γ((n+ 1)q2)
d1−q(u, v) (3.15)

với mọi n ∈ N, n ≥ 2. Mặt khác, vì

lim
n→∞

(LT q1bq2)n

Γ((n+ 1)q1)Γ((n+ 1)q2)
= 0 (3.16)

nên Pn1 là một ánh xạ co khi n đủ lớn. Như vậy, tồn tại duy nhất u ∈ C(ΩbT , E)

thỏa mãn phương trình (3.9). Định lý được chứng minh.

Với mọi (t, x) ∈ ΩbT , ta kí hiệu

F f,qψ [u](t, x) = ψ(t, x)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x))

và Cfψ(Ω
b
T , E) =

{
u ∈ (C(ΩbT , E), dr) : F

f,q
ψ [u](t, x) ∈ E, (t, x) ∈ ΩbT

}
.

Sự tồn tại duy nhất nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (3.7) - (3.8) được

chúng tôi chứng minh cụ thể trong định lý sau.
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Định lí 3.2. Giả sử hàm f ∈ C(ΩbT × C(ΩbT , E), E) thỏa mãn điều kiện

Lipschitz (3.11). Hơn nữa, ta giả sử

i) Cfψ(Ω
b
T , E) ̸= ∅ và

ii) nếu u ∈ Cfψ(Ω
b
T , E) thì F f,qψ [u](t, x) ∈ Cfψ(Ω

b
T , E) với mọi (t, x) ∈ ΩbT .

Khi đó, bài toán (3.7)-(3.8) có duy nhất nghiệm tích phân kiểu 2 trên ΩbT .

Chứng minh. Vì Cfψ(Ω
b
T , E) ̸= ∅ nên tồn tại u ∈ Cfψ(Ω

b
T , E). Từ giả thiết ta có

F f,qψ [u](t, x) ∈ Cfψ(Ω
b
T , E) với mọi (t, x) ∈ ΩbT . Xét ánh xạ P2 : Cfψ(Ω

b
T , E) →

Cfψ(Ω
b
T , E) cho bởi

P2(u(t, x)) = ψ(t, x)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ ΩbT .

Từ tính chất iv) của metric d∞ trong Mệnh đề 1.3, ta có đánh giá

d∞(P2u(t, x), P2v(t, x)) ≤ d∞(RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)),
RL
F Iq0+f(t, x, v(t, x))).

Lập luận tương tự như trong chứng minh bất đẳng thức (3.12) ta được

t1−q1x1−q2d∞(P2u, P2v) ≤
Ltq1xq2Γ(q1)Γ(q2)

Γ(2q1)Γ(2q2)
d1−q(u, v).

Sử dụng phương pháp quy nạp, ta xây dựng dãy các phép toán {Pn2 }n≥2 xác

định bởi

Pn2 (u(t, x)) = P2(P
n−1
2 (u(t, x))) với mọi (t, x) ∈ ΩbT .

Dùng cách lập luận tương tự cho (3.14) và (3.15), ta được

d1−q(P
n
2 u, P

n
2 v) ≤

LnTnq1bnq2Γ(q1)Γ(q2)

Γ((n+ 1)q1)Γ((n+ 1)q2)
d1−q(u, v) với mọi n ∈ N.

Bởi (3.16) ta suy ra Pn2 là ánh xạ co với n đủ lớn. Mặt khác, chứng minh tương

tự Bổ đề 2.2, ta có (Cfψ(Ω
b
T , E), dr) là một không gian metric đầy đủ. Do đó,

P2 có duy nhất điểm bất động. Định lý được chứng minh.

Khi hàm vế phải f không thỏa mãn điều kiện Lipschitz, sử dụng Định lý

1.9, định lý điểm bất động Schauder cho không gian metric nửa tuyến tính
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C(ΩbT , Ec), chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm của bài toán (3.7) - (3.8)

với các giả thiết

(G1) Tồn tại R > 0 sao cho hàm f : ΩbT ×B(0̃, R) → Ec là compact, trong

đó B(0̃, R) = {u ∈ C(ΩbT , Ec) : H(u, 0̃) ≤ R} và 0̃ ∈ C(ΩbT , Ec) được xác định

bởi 0̃(t, x) = 0̂.

(G2) ψ có giá compact và d∞(ψ(t, x), 0̂) ≤ R

2
với mọi (t, x) ∈ ΩbT .

Kết quả được chứng minh chi tiết trong định lý sau.

Định lí 3.3. Giả sử các giả thiết (G1) - (G2) đúng. Khi đó, bài toán (3.7)-

(3.8) có ít nhất một nghiệm tích phân kiểu 1 trên ΩbT . Hơn nữa, nếu Cfψ(Ω
b
T , E)

̸= ∅ và với mỗi u ∈ Cfψ(Ω
b
T , E), F f,qψ [u](t, x) ∈ Cfψ(Ω

b
T , E) với mọi (t, x) ∈ ΩbT

thì bài toán (3.7)- (3.8) có ít nhất một nghiệm tích phân kiểu 2 trên ΩbT .

Chứng minh. Ta có B(0̃, R) là tập con lồi, đóng, bị chặn, khác rỗng của

C(ΩbT , Ec). Với u ∈ C(ΩbT , Ec), đặt P3u(t, x) = ψ(t, x)⊕RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)),

(t, x) ∈ ΩbT . Vì f : ΩbT ×B(0̃, R) → Ec là compact nên f bị chặn. Đặt

M0 = sup
(t,x,φ)∈Ωb

T×B(0̃,R)

H(f(t, x, φ), 0̃).

Khi đó, vì T q1 là đa thức số mũ dương nên tồn tại T1 > 0 sao cho

M0T
q1
1 bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
≤ R

2
.

Đặt T∗ = min{T, T1} ta có

M0T
q1
∗ bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
≤ R

2
. (3.17)

Kí hiệu Ω∗ = [0, T∗]×[0, b] ⊂ ΩbT và B∗(0̃, R) = {u ∈ C(Ω∗, Ec) : H(u, 0̃) ≤ R}.
Với mỗi u ∈ B∗(0̃, R), ta có

d∞(P3u(t, x), 0̂) ≤ d∞(ψ(t, x), 0̂) + d∞(RL
F Iq

0+
f(t, x, u(t, x)), 0̂)

≤ d∞(ψ(t, x), 0̂) +
M0

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1dzds.
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Do đó, ta suy ra

d∞(P3u(t, x), 0̂) ≤ d∞(ψ(t, x), 0̂) +
M0T

q1
∗ bq2∗

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)

với mọi (t, x) ∈ Ω∗. Từ (3.17) và vì d∞(ψ(t, x), 0̂) ≤ R

2
, ta có H(P3u, 0̃) ≤ R.

Điều này có nghĩa là P3(u) ∈ B∗(0̃, R).

Giả sử un → u trong B∗(0̃, R). Từ tính chất của metric d∞ trong Mệnh đề

1.3, ta có

d∞(P3un(t, x), P3u(t, x)) ≤ d∞(RLF Iq0+f(t, x, un(t, x)),
RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)))

≤ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1×

sup
(s,z)∈[0,t]×[0,x]

d∞
(
f(s, z, un(s, z)), f(s, z, u(s, z))

)
dzds.

Khi đó

d∞(P3un(t, x), P3u(t, x))

≤ tq1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
sup

(t,x)∈[0,T ]×[0,b]

d∞
(
f(t, x, un(t, x)), f(t, x, u(t, x))

)
≤ T q1bq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
sup

(t,x)∈[0,T ]×[0,b]

d∞
(
f(t, x, un(t, x)), f(t, x, u(t, x))

)
.

Vì f liên tục nên sup
(t,x)∈[0,T ]×[0,b]

d∞
(
f(t, x, un(t, x)), f(t, x, u(t, x))

) n→∞−→ 0. Do

đó, P3 liên tục.

Tiếp theo, ta chứng minh P3(B∗(0̃, R)) là compact tương đối trong C(Ω∗,

Ec). Để chứng minh điều này, theo Định lý 1.8, ta cần chứng minh hai phần

Phần 1. P3(B∗(0̃, R)) là tập con đồng liên tục của C(Ω∗, Ec).

Cố định (t1, x1), (t2, x2) ∈ Ω∗ sao cho t1 < t2, x1 < x2 và u ∈ B∗(0̃, R), ta có

d∞(P3u(t2, x2), P3u(t1, x1)) ≤ d∞[ψ(t2, x2), ψ(t1, x1)]

+ d∞

(
RL
F Iq0+f(t2, x2, u(t2, x2)),

RL
F Iq0+f(t1, x1, u(t1, x1))

)
. (3.18)
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Mặt khác, ta lại có

d∞

(
RL
F Iq0+f(t2, x2, u(t2, x2)),

RL
F Iq0+f(t1, x1, u(t1, x1))

)
≤ 1

Γ(q1)Γ(q2)
d∞

(∫ t1

0

∫ x1

0

(t2 − s)q1−1(x2 − z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds,∫ t1

0

∫ x1

0

(t1 − s)q1−1(x1 − z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds
)

+ d∞

(∫ t2

t1

∫ x1

0

(t2 − s)q1−1(x2 − z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds, 0̂
)

+ d∞

(∫ t1

0

∫ x2

x1

(t2 − s)q1−1(x2 − z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds, 0̂
)

+ d∞

(∫ t2

t1

∫ x2

x1

(t2 − s)q1−1(x2 − z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds, 0̂
)
.

Vì f bị chặn nên ta có đánh giá

d∞

(
RL
F Iq0+f(t2, x2, u(t2, x2)),

RL
F Iq0+f(t1, x1, u(t1, x1))

)
≤ M0

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)

[
tq12 x

q2
2 − tq11 x

q2
1

]
. (3.19)

Kết hợp (3.18) và (3.19), ta thấy rằng khi cho (t1, x1) → (t2, x2) thì

d∞(P3u(t2, x2), P3u(t1, x1)) → 0

với mọi u ∈ B(0̃, R). Do đó, P3(B(0̃, R)) là đồng liên tục trên C(Ω∗, Ec).

Phần 2. P3(B(0̃, R))(t, x) là compact tương đối trong Ec. Theo Định lý 1.5,

ta phải chứng minh hai điều kiện sau

a. P3(B(0̃, R))(t, x) là đồng liên tục mức.

b. P3(B(0̃, R))(t, x) là tập con giá compact của Ec.

Thật vậy, cố định (t, x) ∈ Ω∗. Ta thấy P3(B(0̃, R))(t, x) ∈ Ec và nếu

ν ∈ P3(B(0̃, R))(t, x) thì ν = ψ(t, x)⊕RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)) với u ∈ B(0̃, R).

Với mỗi (t, x) ∈ Ω∗, ta giả sử m là số dương sao cho mtq1xq2 <
1

2
. Vì f là

compact nên f(ΩbT × B(0̃, R)) là compact tương đối trong Ec. Từ Nhận xét

1.2, ta suy ra f(ΩbT × B(0̃, R)) có giá compact và đồng liên tục mức. Khi đó,
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với mỗi ε > 0, tồn tại δ > 0 sao cho với α, β ∈ [0, 1] thỏa mãn |α− β| < δ thì

dH([f(t, x, u(t, x))]α, [f(t, x, u(t, x))]β) < Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)mε

và dH([ψ(t, x)]α, [ψ(t, x)]β) ≤ ε

2
với mọi (t, x) ∈ Ω∗.

Do đó, khi |α− β| < δ, ta có

dH([ν]α, [ν]β) = dH([P3u(t, x)]
α, [P3u(t, x)]

β)

≤ dH
(
[ψ(t, x)]α, [ψ(t, x)]β

)
+

1

Γ(q1)Γ(q2)
dH

([ ∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds
]α
,[ ∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds
]β)

≤ ε

2
+mtq1xq2ε = ε. (3.20)

Do đó, P3(B(0̃, R))(t, x) là đồng liên tục mức trong Ec.

Với mỗi (t, x) ∈ Ω∗, ta có[
ψ(t, x)⊕ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds
]0

= [ψ(t, x)]0 +
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

(t− s)q1−1[f(s, z, u(s, z))]0ds

∫ x

0

(x− z)q2−1dz.

Vì ψ có giá compact, tồn tại tập con compact K1 ⊂ R sao cho [ψ(t, x)]0 ⊂ K1.

Hơn nữa, vì f(ΩbT ×B(0̃, R)) có giá compact, ta giả sử rằng tồn tại K2 ⊂ R

sao cho [f(t, x, u(t, x))]0 ⊂ K2. Khi đó, ta có[
ψ(t, x)⊕ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds
]0

⊆ K1 +
K2

Γ(q1)Γ(q2)

∫ x

0

(x− z)q2−1dz = K1 +
K2t

q1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
.

Điều này nghĩa là tồn tại một tập compact K0 ⊆ R sao cho

[
ψ(t, x)⊕ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1f(s, z, u(s, z))dzds
]0

⊆ K0.

hay P3(B(0̃, R))(t, x) có giá compact với mỗi (t, x) ∈ Ω∗. Do đó, P3 là compact.
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Theo Định lý 1.9, P3 có ít nhất một điểm bất động u trong B(0̃, R) và u

là nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán.

Với giả thiết Cfψ(Ω
b
T , Ec) ̸= ∅ nên với u ∈ Cfψ(Ω

b
T , Ec), F

f,q
ψ [u](t, x) ∈

Cfψ(Ω
b
T , E) với mọi (t, x) ∈ ΩbT . Do đó, ta xác định được ánh xạ P4 bởi:

P4(u(t, x)) = ψ(t, x)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x))

với mọi (t, x) ∈ ΩbT . Tiếp tục sử dụng Mệnh đề 1.3 và lặp lại các bước chứng

minh như đối với P3 ta được P4 là compact và theo Định lý 1.9, P4 có ít nhất

một điểm bất động u trong B(0̃, R) và u là nghiệm tích phân kiểu 2 của bài

toán. Định lý được chứng minh.

3.3. Bài toán biên đối với phương trình đạo hàm riêng mờ dạng

hyperbolic bậc phân số trên miền vô hạn

3.3.1. Đặt bài toán

Xét phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số

C
gHDqu(t, x) = f(t, x, u(t, x)), Ωb∞ = [0,∞)× [0, b] (3.21)

với điều kiện biên địa phương

u(t, 0) = η1(t), t ∈ [0,∞), u(0, x) = η2(x), x ∈ [0, b] (3.22)

trong đó f : Ωb∞ × C(Ωb∞, E) → E, η1 ∈ C([0,∞), E), η2 ∈ C([0, b], E) là các

hàm cho trước sao cho các hiệu η1(t) ⊖H u(0, 0), η2(x) ⊖H u(0, 0) tồn tại với

t ∈ [0,∞), x ∈ [0, b] và η1(0) = η2(0) = u(0, 0).

Mệnh đề sau được chúng tôi chứng minh tương tự như Mệnh đề 3.2:

Mệnh đề 3.3. Giả sử u(., .) ∈ W1(Ω
b
∞, E) ∪ W2(Ω

b
∞, E) thỏa mãn (3.21)-

(3.22).

1) Nếu u ∈ W1(Ω
b
∞, E) thì u thỏa mãn phương trình tích phân

u(t, x) = ψ(t, x)⊕RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)) với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. (3.23)
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2) Nếu u ∈ W2(Ω
b
∞, E) thì u thỏa mãn phương trình tích phân

u(t, x) = ψ(t, x)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)) với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. (3.24)

Trong đó ψ(t, x) = η2(x)⊕ [η1(t)⊖H η1(0)], (t, x) ∈ Ωb∞.

Định nghĩa 3.5. Hàm u ∈ C(Ωb∞, E) được gọi là

1) nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (3.21)- (3.22) nếu nó thỏa mãn phương

trình tích phân (3.23).

2) nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán (3.21)- (3.22) nếu nó thỏa mãn phương

trình tích phân (3.24).

3.3.2. Tính giải được của bài toán

Để chứng minh tính giải được của bài toán (3.21)-(3.22) ta giả sử có các

giả thiết sau.

(G3) Hàm f : Ωb∞ × C(Ωb∞, E) → E thỏa mãn điều kiện Lipschitz

d∞(f(t, x, ϕ1), f(t, x, ϕ2)) ≤ Ld∞(ϕ1, ϕ2)

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞, ϕ1, ϕ2 ∈ C(Ωb∞, E).

(G4) Tồn tại các số thực dương M4, c4 sao cho

d∞(f(t, x, 0̂), 0̂) ≤M4e
c4t, (t, x) ∈ Ωb∞.

(G5) Với mọi (t, x) ∈ Ωb∞, tồn tại các số thực dương M5,M6 và c5 sao cho

d∞(η1(t), 0̂) ≤M5e
c5t, d∞(η2(x), 0̂) ≤M6.

Với mỗi β > 0, xét không gian C∞
β (Ωb∞, E) các hàm u ∈ C(Ωb∞, E) với

metric H0
β(u, v) xác định bởi:

H0
β(u, v) = sup

(t,x)∈Ωb
∞

{
d∞(u(t, x), v(t, x))e−βt

}



81

sao cho sup
(t,x)∈Ωb

∞

{
d∞(u(t, x), 0̂)e−βt

}
<∞.

Chứng minh tương tự Bổ đề 2.3, ta được (C∞
β (Ωb∞, E),H0

β) là không gian

metric đầy đủ với mỗi số thực β > 0.

Định lí 3.4. Giả sử f ∈ C(Ωb∞ ×C(Ωb∞, E), E) và các giả thiết (G3)− (G5)

được thỏa mãn. Khi đó, tồn tại nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán (3.21)-

(3.22) trên Ωb∞ và nghiệm này là duy nhất trong không gian C∞
β (Ωb∞, E), với

β > 0 đủ lớn.

Chứng minh. Với u ∈ C∞
β (Ωb∞, E), ta đặt

P5(u(t, x)) = ψ(t, x)⊕RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ Ω∞.

Vì u ∈ C∞
β (Ωb∞, E) nên tồn tại ρ0 > 0 sao cho

d∞(u(t, x), 0̂) ≤ ρ0e
βt,∀ (t, x) ∈ Ω∞.

Kết hợp với điều kiện (G3) và (G4), ta được

d∞(f(t, x, u(t, x)), 0̂) ≤ d∞(f(t, x, u(t, x), f(t, x, 0̂)) + d∞(f(t, x, 0̂), 0̂)

≤ Lρ0e
βt +M4e

c4t.

Với mọi β > c4 > 0, ta có

d∞(RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), 0̂)

≤ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1d∞(f(s, z, u(s, z)), 0̂)dzds

≤ 1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1
[
Lρ0e

βs +M4e
c4s

]
dsdz

≤ Lρ0 +M4

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1eβsdsdz.

Áp dụng Bổ đề 3.1, ta được

d∞(RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), 0̂) ≤ (Lρ0 +M4)G(β, b, q1, q2)e
βt. (3.25)
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Nếu β ≥ max{c4, c5} thì từ giả thiết (G5) và (3.25), ta có

d∞(P5u(t, x), 0̂)e
−βt ≤ 2M5e

(c5−β)t +M6e
−βt + (Lρ0 +M4)G(β, b, q1, q2)

≤ 2M5 +M6 + (Lρ0 +M4)G(β, b, q1, q2) <∞ (3.26)

với mọi (t, x) ∈ Ω∞. Điều này chứng tỏ P5(u) ∈ C∞
β (Ωb∞, E).

Với mọi u, v ∈ C∞
β (Ωb∞, E), từ Bổ đề 3.1 và vì f thỏa mãn điều kiện (G3),

ta có

d∞(P5u(t, x),P5v(t, x)) ≤ d∞
(
RL
F Iq0+f(t, x, u(t, x)),

RL
F Iq0+f(t, x, v(t, x))

)
≤ L

Γ(q1)Γ(q2)
H0
β(u, v)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1eβsdsdz

≤ LG(β, b, q1, q2)H
0
β(u, v)e

βt. (3.27)

Vậy H0
β(P5u, P5v) ≤ LG(β, b, q1, q2)H

0
β(u, v). Đặt

β0 := inf {β > 0 sao cho LG(β, b, q1, q2) < 1} (3.28)

và β1 = max {β0, c4, c5}. Khi đó, nếu ta chọn β ≥ β1 đủ lớn thì LG(β, b, q1, q2) <

1. Do đó, P5 là một ánh xạ co, theo Định lý 1.7, tồn tại duy nhất hàm mờ u

xác định trên Ωb∞ thỏa mãn phương trình (3.23), nên nó là nghiệm tích phân

kiểu 1 của bài toán (3.21) - (3.22) trên Ωb∞. Định lý được chứng minh.

Với mỗi β > 0, ta xét không gian

C∞,f
β,ψ (Ωb∞, E) =

{
u ∈ C∞

β (Ωb∞, E) : F f,qψ [u](t, x) ∈ E, (t, x) ∈ Ωb∞

}
.

Khi đó, để chứng minh sự tồn tại nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán, ta

giả thiết

(G0) C
∞,f
β,ψ (Ωb∞, E) ̸= ∅ và nếu u ∈ C∞,f

β,ψ (Ωb∞, E) thì

F f,qψ [u](t, x) ∈ C∞,f
β,ψ (Ωb∞, E), ∀(t, x) ∈ Ωb∞.

Định lí 3.5. Giả sử f ∈ C(Ωb∞×C(Ωb∞, E), E) và các giả thiết (G3)− (G5),

(G0) được thỏa mãn. Khi đó, tồn tại nghiệm tích phân kiểu 2 của bài toán
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(3.21)-(3.22) trên Ωb∞ và nghiệm này là duy nhất trong không gian C∞,f
β,ψ (Ωb∞, E),

với β > 0 đủ lớn.

Chứng minh. Xét ánh xạ P6 : C∞,f
β,ψ (Ωb∞, E) → C∞,f

β,ψ (Ωb∞, E) cho bởi

P6(u(t, x)) = ψ(t, x)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)).

Chứng minh tương tự (3.27), ta có

d∞(P6u(t, x), P6v(t, x)) ≤ LG(β, b, q1, q2)H
0
β(u, v)e

βt.

Điều này suy ra H0
β(P6u, P6v) ≤ LG(β, b, q1, q2)H

0
β(u, v). Vì β ≥ β1 nên ta

có LG(β, b, q1, q2) < 1. Do đó, P6 là một ánh xạ co. Mặt khác, chứng minh

tương tự Bổ đề 2.2, ta có (C∞,f
β,ψ (Ωb∞, E),H0

β) là một không gian metric đầy

đủ với mỗi số thực dương β. Theo Định lý 1.7, P6 có duy nhất điểm bất động

u ∈ C∞,f
β,ψ (Ωb∞, E). Định lý được chứng minh.

3.4. Một số ví dụ minh họa

Ví dụ 3.5. Xét phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số

C
gHDqu(t, x) = g(t, x)u(t, x)⊕ h(t, x), (t, x) ∈ ΩbT = [0, T ]× [0, b], (3.29)

với điều kiện biên địa phương

u(t, 0) = u(0, x) = u(0, 0) = 2C, (t, x) ∈ ΩbT (3.30)

trong đó g(t, x), h(t, x) là các hàm đa thức, q ∈ [0, 1)× [0, 1), C là một số mờ.

Đặt f(t, x, u(t, x)) = g(t, x)u(t, x)⊕ h(t, x). Với mọi (t, x) ∈ ΩbT , ta có

d∞

(
f(t, x, u(t, x)), f(t, x, v(t, x))

)
≤ max

(t,x)∈Ωb
T

|g(t, x)|d∞(u(t, x), v(t, x)).

Vậy hàm f thỏa mãn điều kiện (3.11) với hằng số Lipschitz L = max
(t,x)∈Ωb

T

|g(t, x)|.

Theo Định lý 3.1, bài toán (3.29) - (3.30) có duy nhất nghiệm tích phân kiểu

1 trong (C(ΩbT , E), dr).
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Với q =
2

3
, T = 1, b =

1

2
, g(t, x) = − 9

2Γ2( 13 )
t
1
3x

1
3 , h(t, x) = − 9

2Γ2( 13 )
t
4
3x

4
3C.

Khi đó

f(t, x, u(t, x)) = − 9

2Γ2( 13 )
t
1
3x

1
3u(t, x)− 9t

4
3x

4
3

2Γ2( 13 )
C.

Ta có hằng số Lipschitz L =
9

2 3
√
2Γ2( 13 )

, ψ(t, x) = 2C và len[ψ(t, x)]α =

2len[C]α, (t, x) ∈ ΩbT .

Mặt khác, dễ kiểm tra được rằng u(t, x) = c(2− tx) là một nghiệm cổ điển

của bài toán
CDqu(t, x) = − 9

2Γ2( 13 )
t
1
3x

1
3u(t, x)− 9t

4
3x

4
3

2Γ2( 13 )
c, (t, x) ∈ Ω

1
2
1 = [0, 1]× [0,

1

2
]

u(t, 0) = u(0, x) = u(0, 0) = 2c, t ∈ [0, 1], x ∈ [0,
1

2
].

Sử dụng lược đồ của Buckley - Feuring (xem [16]), bằng cách mờ hóa nghiệm

cổ điển dựa trên Nguyên lý suy rộng Zadeh (Định nghĩa 1.2, trang 17), ta

tìm được nghiệm mờ của bài toán (3.29)-(3.30) là u(t, x) = (2 − tx)C với

(t, x) ∈ Ω
1
2
1 . Đặt n0 =

9

Γ2( 13 )
. Khi đó, ta có

[
(−1)RLF I

2
3

0+f(t, x, u(t, x))
]α

=
[ n0

2
[
Γ( 23 )

]2 ∫ t

0

∫ x

0

(t− s)−
1
3 (x− z)−

1
3 s

1
3 z

1
3u(s, z)dzds

]α

+
[ n0

2
[
Γ( 23 )

]2 ∫ t

0

∫ z

0

(t− s)−
1
3 (x− z)−

1
3 s

4
3 z

4
3Cdzds

]α

=
n0[u]

αtx

2
Γ2(

4

3
) +

n0[C]
αt2x2

8
Γ2(

7

3
) (3.31)

Do đó

len
[
(−1)RLF I

2
3

0+f(t, x, u(t, x))
]α

= len[C]α
[n0(2− tx)tx

2
Γ2(

4

3
) +

n0t
2x2

4
Γ2(

7

3
)
]

≤ len[C]α
(1
2
+

1

18

)
=

5

9
len[C]α. (3.32)
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Điều này có nghĩa len[ψ(t, x)]α ≥ len
[
(−1)RLF I

2
3

0+f(t, x, u(t, x))
]α
. Theo Mệnh

đề 1.1, ta thấy hiệu ψ(t, x)⊖H (−1)RLF I
2
3

0+f(t, x, u(t, x)) tồn tại.

Đặt ν(t, x) = ψ(t, x) ⊖H (−1)RLF I
2
3

0+f(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ Ω
1
2
1 . Lập luận

tương tự như (3.31), ta được

[(−1)RLF I
2
3

0+f(t, x, ν(t, x))]
α =

tx[ν]α

2
+

2t2x2[C]α

9
.

Điều này kéo theo

len
[
(−1)RLF I

2
3

0+f(t, x, ν(t, x))
]α

≤ tx

2
len[ν]α +

2

9
t2x2len[C]α

=
tx

2
len[C]α

[
2− (2− tx)tx

2
− 4

9
t2x2

]
+

2

9
t2x2len[C]α

=
tx

2
len[C]α

(
2− tx+

t2x2

18

)
+

2

9
t2x2len[C]α

≤
(1
2
+

1

18

)
len[C]α =

5

9
len[C]α.

Như vậy, với mọi (t, x) ∈ Ω
1
2
1 , hiệu ψ(t, x)⊖H (−1)RLF I

2
3

0+f(t, x, ν(t, x)) tồn tại.

Do đó, trong trường hợp này, bài toán (3.29) - (3.30) có duy nhất nghiệm tích

phân kiểu 2 trong C(Ω
1
2
1 , E).

Ví dụ 3.6. Xét phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số

C
gHD 1

2u(x, y) = xyC, (x, y) ∈ Ω1
1 = [0, 1]× [0, 1] (3.33)

với điều kiện biên địa phương

u(x, 0) = xC, x ∈ [0, 1], u(0, y) = yC, y ∈ [0, 1], u(0, 0) = 0̂ (3.34)

trong đó C = (1, 2, 3).

Với (x, y) ∈ Ω1
1, ta đặt f(x, y, u(x, y)) = (xy, 2xy, 3xy). ChọnR =

d∞(C, 0̂)

4
.

Dễ thấy f : Ω1
1 × B(0̃, R) → Ec là ánh xạ compact. Hơn nữa, ta có ψ(x, y) =

(x + y)C và RL
F I

1
2

0+f(x, y, u(x, y)) =
9π

16
x

3
2 y

3
2C. Điều này suy ra [ψ(x, y)]α =

(x+ y)[α+ 1, 3− α] và

[(−1)RLF I
1
2

0+f(x, y, u(x, y))]
α =

[
− 9π

16
x

3
2 y

3
2 (3− α),

9π

16
x

3
2 y

3
2 (α+ 1)

]
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Khi đó, ta có len[ψ(x, y)]α = (x+ y)(2− 2α) và

len[(−1)RLF I
1
2

0+f(x, y, u(x, y))]
α =

9π

16
x

3
2 y

3
2 (2− 2α).

Do đó, len[ψ(x, y)]α ≥ len[(−1)RLF I 1
2 f(x, y, u(x, y))]α, (x, y) ∈ Ω1

1. Vậy hiệu

Hukuhara ψ(x, y) ⊖H (−1)RLF I
1
2

0+f(x, y, u(x, y)) tồn tại với mọi (x, y) ∈ Ω1
1.

Tương tự, chúng ta cũng chỉ ra tồn tại hiệu

ψ(x, y)⊖H (−1)RLF I
1
2

0+f(x, y, ν(x, y)),

trong đó ν(x, y) = ψ(x, y) ⊖H (−1)RLF I
1
2

0+f(x, y, u(x, y)), (x, y) ∈ Ω1
1. Từ các

nhận xét trên, chúng ta thấy rằng các giả thiết của Định lý 3.3 được thỏa

mãn, do đó bài toán (3.33)-(3.34) có ít nhất một nghiệm tích phân kiểu 2 trên

Ω∗ ⊂ Ω1
1.

Ví dụ 3.7. Xét phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số

C
gHDqu(t, x) =

1

3
e2x+1u(t, x), (t, x) ∈ Ω2

∞ = [0,+∞)× [0, 2] (3.35)

với điều kiện biên địa phương

u(t, 0) =
1

t+ 1
C, t ∈ [0,+∞), u(0, x) = C, x ∈ [0, 2], (3.36)

trong đó q = (q1, q2) ∈ [0, 1)× [0, 1), C là một số mờ.

Đặt f(t, x, u(t, x)) =
1

3
e2x+1u(t, x), (t, x) ∈ Ω2

∞. Dễ thấy, f thỏa mãn điều

kiện Lipschitz với hằng số Lipschitz L =
e5

3
và f(t, x, 0̂) = 0̂. Mặt khác, vì

u(t, 0) = η1(t) =
1

t+ 1
C, u(0, x) = η2(x) = C nên các điều kiện (G4)− (G5)

được thỏa mãn. Theo Định lý 3.4, bài toán (3.35)-(3.36) có duy nhất nghiệm

tích phân kiểu 1 trên Ω2
∞.

Thêm vào đó, nếu giả sử hiệu ψ(t, x)⊖H
−1

3
e2x+1u(t, x) và

ψ(t, x)⊖H
−1

3
e2x+1ν(t, x)
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tồn tại trong đó ν(t, x) = ψ(t, x) ⊖H
−1

3
e2x+1u(t, x) với mọi (t, x) ∈ Ω2

∞ thì

theo Định lý 3.5, bài toán (3.35) - (3.36) có duy nhất nghiệm tích phân kiểu 2

trên Ω2
∞.

Kết luận Chương 3

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu phương trình đạo hàm riêng mờ

dạng hyperbolic bậc phân số với điều kiện biên địa phương. Các kết quả đạt

được bao gồm:

1) Định nghĩa đạo hàm bậc phân số cho hàm hai biến giá trị mờ. Dựa trên khái

niệm đạo hàm Hukuhara suy rộng và định nghĩa tích phân Riemann-Liouville

cho hàm mờ, chúng tôi định nghĩa đạo hàm gH-Caputo cho hàm mờ dạng
C
gHDqu(x, y) = RL

F I1−q
0+

(
Dxyu(x, y)

)
, (x, y) ∈ Jab cùng nhiều ví dụ minh họa.

2) Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán biên địa

phương cho phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic mờ bậc phân số

với điều kiện vế phải thỏa mãn điều kiện Lipschitz. Phương pháp sử dụng là

nguyên lý ánh xạ co Banach trong không gian các hàm mờ có trọng thỏa mãn

tính chất là không gian metric đầy. Kết quả nhận được trong cả miền bị chặn

và miền vô hạn.

3) Khi vế phải chỉ thỏa mãn điều kiện bị chặn mà không thỏa mãn điều kiện

Lipschitz, bằng cách sử dụng một phiên bản của Định lý Schauder trong không

gian metric nửa tuyến tính, chúng tôi chứng minh được sự tồn tại của nghiệm

tích phân của bài toán. Các kết quả nhận được cho sự tồn tại cả nghiệm kiểu

1 và nghiệm kiểu 2 (bán kính tập mức giảm) trên miền bị chặn.

Từ những kết quả này, chúng tôi có thể có những kết quả nghiên cứu sâu

hơn về các tính chất định tính của nghiệm khi biến thời gian tiến ra vô hạn

(trong chương 4).
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Chương 4

MỘT SỐ TÍNH CHẤT ĐỊNH TÍNH CỦA NGHIỆM CỦA

PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG MỜ DẠNG

HYPERBOLIC BẬC PHÂN SỐ

Không giống như tính ổn định thông thường, ổn định Ulam có thể đảm

bảo sự tồn tại và tính duy nhất của nghiệm, miễn là có một nghiệm xấp xỉ

với sai số xác định cho trước. Do vậy, ổn định Ulam không chỉ thiết lập nền

tảng quan trọng cho sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình vi phân

mà còn cung cấp cơ sở lý thuyết cho việc giải xấp xỉ phương trình vi phân.

Obloza [48] là tác giả đầu tiên nghiên cứu tính ổn định Ulam của phương trình

vi phân tuyến tính. Sau đó, một số nhà toán học đã nghiên cứu tính ổn định

Ulam của nhiều loại phương trình vi phân và phương trình đạo hàm riêng theo

các cách tiếp cận khác nhau [2, 58]. Tuy nhiên, có rất ít kết quả về sự ổn định

của Ulam đối với phương trình vi phân chứa yếu tố mờ. Cho đến nay, tất cả

các kết quả hiện có được nghiên cứu bởi Shen và Wang [54, 55].

Trong chương này, dựa trên các kết quả đạt được chương 3, chúng tôi

nghiên cứu một số tính chất định tính của nghiệm của phương trình đạo hàm

riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân số. Kết quả đầu tiên về tính ổn định Ulam,

bao gồm ổn định Hyers-Ulam và ổn định Hyers-Ulam-Rassias dưới tính khả vi

Hukuhara suy rộng, được thể hiện trong các Định lý 4.1 và 4.2.

Bên cạnh đó, năm 1997, Ding và Kandel [23] cũng đã đưa ra nghiên cứu

mở đầu về tính ổn định của phương trình vi phân mờ. Sau đó, Diamond [21]

đã nghiên cứu tính ổn định Lyapunov của phương trình vi phân mờ bằng cách

sử dụng phương pháp bao hàm thức vi phân. Cecconello và cộng sự [17, 19]
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nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của các nghiệm mờ bằng cách sử dụng nguyên

lý suy rộng Zadeh. Trong [18], Cecconello đã thiết lập các điều kiện cho sự tồn

tại và tính ổn định của các tập bất biến đối với các hệ động lực trên không

gian mờ. Các kết quả được trình bày trong [18] là sự tổng quát về sự tồn tại và

tính ổn định của điểm cân bằng và tính tuần hoàn của các nghiệm của phương

trình vi phân mờ. Mizukoshi và các cộng sự [43] cũng đã nghiên cứu tính ổn

định của hệ động lực mờ.

Khi nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của nghiệm của hệ động lực được minh

họa bởi phương trình đạo hàm riêng, một vấn đề quan trọng là tính ổn định

của nghiệm gần tới điểm cân bằng. Theo ý nghĩa vật lý, nếu các nghiệm chuyển

động ở rất gần điểm cân bằng u0 và ở gần điểm cân bằng u0 mãi thì u0 là ổn

định Lyapunov. Do đó, kết quả thứ hai trong chương này, chúng tôi chỉ ra điều

kiện để điểm cân bằng của bài toán là ổn định. Tính ổn định đối với biến thời

gian của điểm cân bằng khi t → ∞ được hiểu theo nghĩa ổn định Lyapunov,

kết quả được thể hiện trong Định lý 4.3.

Nội dung của chương được trình bày dựa trên bài báo số 4 và số 5 trong

Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

4.1. Tính ổn định Ulam

Trong phần này, chúng tôi trình bày các khái niệm và chứng minh tính ổn

định Ulam của bài toán

C
gHDqu(t, x) = f(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ Ωb∞ = [0,∞)× [0, b] (4.1)

u(t, 0) = η1(t), t ∈ [0,∞), u(0, x) = η2(x), x ∈ [0, b] (4.2)

trong đó f : Ωb∞ × C(Ωb∞, E) → E, η1 ∈ C([0,∞), E), η2 ∈ C([0, b], E) là các

hàm cho trước sao cho các hiệu η1(t) ⊖H u(0, 0), η2(x) ⊖H u(0, 0) tồn tại với

t ∈ [0,∞), x ∈ [0, b] và η1(0) = η2(0) = u(0, 0).

Các khái niệm về nghiệm tích phân của bài toán (4.1)-(4.2) được định nghĩa

bởi Định nghĩa 3.5 (trang 80).
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4.1.1. Tính ổn định Hyers-Ulam

Với mọi ε > 0, ta xét bất phương trình

d∞(CgHDqv(t, x), f(t, x, v(t, x))) ≤ ε, (t, x) ∈ Ωb∞. (4.3)

Định nghĩa 4.1.

1) Hàm v ∈ W1(Ω
b
∞, E) được gọi là một nghiệm kiểu 1 của bất phương

trình (4.3) nếu tồn tại hàm h1 ∈ C(Ωb∞, E) sao cho

(i) d∞(h1(t, x), 0̂) ≤ ε, (t, x) ∈ Ωb∞;

(ii) C
gHDqv(t, x) = f(t, x, v(t, x))⊕ h1(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞.

2) Hàm v ∈ W2(Ω
b
∞, E) được gọi là một nghiệm kiểu 2 của bất phương

trình (4.3) nếu tồn tại hàm h2 ∈ C(Ωb∞, E) sao cho

(i) d∞(h2(t, x), 0̂) ≤ ε, (t, x) ∈ Ωb∞;

(ii) C
gHDqv(t, x) = f(t, x, v(t, x))⊕ h2(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞

Mệnh đề 4.1.

1) Nếu v là một nghiệm kiểu 1 của bất phương trình (4.3) thì v thỏa mãn

bất phương trình tích phân

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)d∞
(
v(t, x),v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)

⊕RLF Iq0+f(t, x, v(t, x))
)
≤ εtq1xq2 (4.4)

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞.

2) Nếu v là một nghiệm kiểu 2 của bất phương trình (4.3) thì v thỏa mãn

bất phương trình tích phân

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)d∞
(
v(t, x), v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)

⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, v(t, x))
)
≤ εtq1xq2 (4.5)

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞.
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Chứng minh.

(1) Giả sử v(t, x) là một nghiệm kiểu 1 của bất phương trình (4.3). Khi đó,

tồn tại hàm h1 ∈ C(Ωb∞, E) sao cho

C
gHDqv(t, x) = f(t, x, v(t, x))⊕ h1(t, x) (t, x) ∈ Ωb∞.

Theo Định nghĩa 3.3 của C
gHDqv(t, x), ta có

RL
F I1−q

0+ Dtxv(t, x) = f(t, x, v(t, x))⊕ h1(t, x).

Do đó

RL
F Iq0+

RL
F I1−q

0+ Dtxv(t, x) =
RL
F Iq0+ [f(t, x, v(t, x))⊕ h1(t, x)].

Từ Mệnh đề 3.1, ta có∫ t

0

∫ x

0

Dszv(s, z)dzds =
RL
F Iq0+ [f(t, x, v(t, x))⊕ h1(t, x)]. (4.6)

Vì v ∈ W1(Ω
b
∞, E) nên lập luận tương tự Mệnh đề 3.2, ta được

v(t, x) = v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)⊕RLF Iq0+ [f(t, x, v(t, x))⊕ h1(t, x)], (4.7)

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. Khi đó, ta có

d∞(v(t, x), v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)⊕RLF Iq0+f(t, x, v(t, x)))

≤ d∞(RLF Iq0+h1(t, x), 0̂)

≤ ε

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1dzds

≤ εtq1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
.

(2) Giả sử v ∈ W2(Ω
b
∞, E) là một nghiệm kiểu 2 của bất phương trình (4.3).

Chứng minh tương tự như trên, ta được

v(t, x) = v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)⊖H (−1)RLF Iq0+ [f(t, x, v(t, x))⊕ h2(t, x)]
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Khi đó, áp dụng Mệnh đề 1.3, ta cũng có đánh giá

d∞(v(t, x), v(t, 0)⊕v(0, x)⊖H v(0, 0)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, v(t, x)))

≤ d∞(RLF Iq0+h2(t, x), 0̂)

≤ ε

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1dzds

≤ εtq1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. Mệnh đề được chứng minh.

Định nghĩa 4.2.

1) Hàm v ∈ C(Ωb∞, E) được gọi là nghiệm tích phân kiểu 1 của bất phương

trình (4.3) nếu nó thỏa mãn (4.4).

2) Hàm v ∈ C(Ωb∞, E) được gọi là nghiệm tích phân kiểu 2 của bất phương

trình (4.3) nếu nó thỏa mãn (4.5).

Định nghĩa 4.3. Bài toán (4.1)-(4.2) được gọi là ổn định Hyers-Ulam kiểu k

(k = 1, 2) nếu tồn tại co > 0 sao cho với ε > 0 bất kỳ và mỗi nghiệm tích phân

v kiểu k của bất phương trình (4.3), tồn tại một nghiệm tích phân u kiểu k

của bài toán (4.1)-(4.2) sao cho H0
β(u, v) ≤ coε.

Định lí 4.1.

1) Giả sử f ∈ C(Ωb∞ × C(Ωb∞, E), E) và các giả thiết (G3)− (G5) (trang

80) đúng. Khi đó, bài toán (4.1)- (4.2) là ổn định Hyers-Ulam kiểu 1.

2) Giả sử f ∈ C(Ωb∞×C(Ωb∞, E), E), các giả thiết (G3)− (G5) (trang 80)

và (G0) (trang 82) được thỏa mãn. Khi đó, bài toán (4.1)- (4.2) là ổn định

Hyers-Ulam kiểu 2.

Chứng minh. Giả sử v ∈ C(Ωb∞, E) là một nghiệm tích phân kiểu 1 của bất

phương trình (4.3). Vì các giả thiết (G3)− (G5) đúng nên theo Định lý 3.4,
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ta thấy rằng bài toán (4.1)-(4.2) với điều kiện địa phương dạng

η1(t) = v(t, 0), t ∈ [0,∞), η2(x) = v(0, x), x ∈ [0, b]

có duy nhất một nghiệm tích phân u(t, x) kiểu 1 thỏa mãn

u(t, x) = v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)⊕RLF Iq0+f(t, x, u(t, x))

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. Khi đó, ta có

d∞(u(t, x), v(t, x))

≤ εtq1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
+ d∞

(RL
F

Iq0+f(t, x, u(t, x)),
RL
F Iq0+f(t, x, v(t, x))

)
.

Sử dụng đánh giá tương tự (3.27), ta được

d∞(u(t, x), v(t, x)) ≤ εtq1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
+ LG(β, b, q1, q2)H

0
β(u, v)e

βt. (4.8)

Nhân cả hai vế bất phương trình (4.8) với e−βt ta được

e−βtd∞(u(t, x), v(t, x)) ≤ εtq1xq2

eβtΓ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
+ LG(β, b, q1, q2)H

0
β(u, v).

(4.9)

Với β ≥ q1, ta có

max
t∈[0,∞)

tq1

eβt
=

qq11
eβq1

.

Lấy supremum cả hai vế của bất đẳng thức (4.9) ta được

H0
β(u, v) ≤

εqq11 b
q2

eβq1Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
+ LG(β, b, q1, q2)H

0
β(u, v).

Từ Nhận xét 3.1, ta có thể chọn β ≥ 0 đủ lớn sao cho

co :=
qq11 b

q2

eβq1Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
[
1− LG(β, b, q1, q2)

] > 0

Do đó, ta được H0
β(u, v) ≤ coε. Bài toán (4.1)- (4.2) là ổn định Hyers-Ulam

kiểu 1.



94

Mặt khác, khi bổ sung điều kiện (G0) (trang 82), vì các điều kiện của Định

lý 3.5 được thỏa mãn nên bài toán (4.1)-(4.2) với điều kiện địa phương dạng

η1(t) = v(t, 0), t ∈ [0,∞), η2(x) = v(0, x), x ∈ [0, b]

có duy nhất một nghiệm tích phân u(t, x) kiểu 2 thỏa mãn

u(t, x) = v(t, 0)⊕v(0, x)⊖H v(0, 0)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), ∀ (t, x) ∈ Ωb∞.

Từ tính chất iv) của metric d∞ trong Mệnh đề 1.3 (trang 24), ta có

d∞(u(t, x), v(t, x))

≤ εtq1xq2

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
+ d∞

(RL
F

Iq0+f(t, x, u(t, x)),
RL
F Iq0+f(t, x, v(t, x))

)
.

Tiếp tục lập luận tương tự như đối với chứng minh tính ổn định Hyers-Ulam

kiểu 1, ta cũng chỉ ra được rằng với β > 0 đủ lớn tồn tại

co :=
qq11 b

q2

eβq1Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)
[
1− LG(β, b, q1, q2)

] > 0

sao cho H0
β(u, v) ≤ coε. Điều này có nghĩa bài toán (4.1)- (4.2) là ổn định

Hyers-Ulam kiểu 2. Định lý được chứng minh.

4.1.2. Tính ổn định Hyers-Ulam-Rassias

Với Φ ∈ L1(Ωb∞, [0,∞)) ∩ L∞(Ωb∞, [0,∞)), ta xét bất phương trình

d∞(CgHDqv(t, x), f(t, x, v(t, x))) ≤ Φ(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞. (4.10)

Định nghĩa 4.4.

1) Hàm v ∈ W1(Ω
b
∞, E) là một nghiệm kiểu 1 của bất phương trình (4.10)

nếu tồn tại hàm h3 ∈ C(Ωb∞, E) sao cho

(i) d∞(h3(t, x), 0̂) ≤ Φ(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞,

(ii) C
gHDqv(t, x) = f(t, x, v(t, x))⊕ h3(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞.
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2) Hàm v ∈ W2(Ω
b
∞, E) là một nghiệm kiểu 2 của bất phương trình (4.10)

nếu tồn tại hàm h4 ∈ C(Ωb∞, E) sao cho

(i) d∞(h4(t, x), 0̂) ≤ Φ(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞,

(ii) C
gHDqv(t, x) = f(t, x, v(t, x))⊕ h4(t, x), (t, x) ∈ Ωb∞.

Chứng minh tương tự Mệnh đề 4.1, ta được kết quả sau:

Mệnh đề 4.2.

1) Nếu v là một nghiệm tích phân kiểu 1 của bất phương trình (4.10) thì v

thỏa mãn bất phương trình tích phân sau với mọi (t, x) ∈ Ωb∞

d∞(v(t, x), v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖Hv(0, 0)⊕RLF Iq0+f(t, x, v(t, x))

≤RL Iq0+Φ(t, x). (4.11)

2) Nếu v là một nghiệm tích phân kiểu 2 của bất phương trình (4.10) thì v

thỏa mãn bất phương trình tích phân sau với mọi (t, x) ∈ Ωb∞

d∞(v(t, x), v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖Hv(0, 0)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, v(t, x)))

≤RL Iq0+Φ(t, x). (4.12)

Định nghĩa 4.5.

1) Hàm v ∈ C(Ωb∞, E) được gọi là nghiệm tích phân kiểu 1 của bất phương

trình (4.10) nếu nó thỏa mãn (4.11).

2) Hàm v ∈ C(Ωb∞, E) được gọi là nghiệm tích phân kiểu 2 của bất phương

trình (4.10) nếu nó thỏa mãn (4.12).

Định nghĩa 4.6. Bài toán (4.1) - (4.2) được gọi là ổn định Hyers-Ulam-

Rassias kiểu k (k = 1, 2) theo Φ nếu tồn tại một số thực cf,Φ > 0 sao cho

với mỗi nghiệm tích phân v kiểu k của bất phương trình (4.10), tồn tại một

nghiệm tích phân u kiểu k của bài toán (4.1)- (4.2) sao cho

H0
β(u, v) ≤ cf,Φ sup

(t,x)∈Ωb
∞

Φ(t, x).
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Định lí 4.2. Giả sử f ∈ C(Ωb∞ × C(Ωb∞, E), E), các giả thiết (G3)− (G5)

(trang 80) đúng và với mỗi hàm Φ ∈ L1(Ωb∞, [0,+∞)) ∩ L∞(Ωb∞, [0,∞)), tồn

tại mΦ > 0, ν ≥ 0 sao cho

RLIq0+Φ(t, x) ≤ mΦe
νtΦ(t, x), ∀(t, x) ∈ Ωb∞. (4.13)

Khi đó, bài toán (4.1)- (4.2) là ổn định Hyers-Ulam-Rassias kiểu 1. Hơn nữa,

nếu giả sử thêm rằng điều kiện (G0) (trang 82) được thỏa mãn thì bài toán

(4.1)- (4.2) là ổn định Hyers-Ulam-Rassias kiểu 2.

Chứng minh. Trong định lý này, chúng tôi đi chứng minh chi tiết tính ổn định

Hyers-Ulam-Rassias kiểu 2 của bài toán (4.1)- (4.2). Tính ổn định Hyers-Ulam-

Rassias kiểu 1 của bài toán được chứng minh tương tự dựa trên các kết quả

Định lý 3.4 và Mệnh đề 1.3. Giả sử v ∈ C(Ωb∞, E) là một nghiệm tích phân

kiểu 2 của bất phương trình (4.10). Bởi các giả thiết (G3)− (G5) (trang 80)

và (G0) (trang 82) đúng nên theo Định lý 3.5, ta thấy rằng bài toán (4.1)-(4.2)

với điều kiện địa phương dạng

η1(t) = v(t, 0), t ∈ [0,∞), η2(x) = v(0, x), x ∈ [0, b]

có duy nhất một nghiệm tích phân u(t, x) kiểu 2 thỏa mãn

u(t, x) = v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x))

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. Khi đó, ta có

d∞(u(t, x), v(t, x))

≤ d∞(v(t, 0)⊕ v(0, x)⊖H v(0, 0)⊖H (−1)RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), v(t, x))

≤RL Iq0+Φ(t, x) + d∞
(RL
F

Iq0+f(t, x, u(t, x)),
RL
F Iq0+f(t, x, v(t, x))

)
.

Chứng minh tương tự (3.27), ta được

d∞(u(t, x), v(t, x)) ≤RL Iq0+Φ(t, x) + LG(β, b, q1, q2)H
0
β(u, v)e

βt. (4.14)
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Từ giả thiết (4.13), ta thấy với mọi β > ν thì

e−βtd∞(u(t, x), v(t, x)) ≤ mΦΦ(t, x) + LG(β, b, q1, q2)H
0
β(u, v).

Từ Nhận xét 3.1, ta cũng có thể chọn β ≥ 0 sao cho

cf,Φ =
mΦ

1− LG(β, b, q1, q2)
> 0.

Điều này suy ra rằng H0
β(u, v) ≤ cf,Φ sup

(t,x)∈Ωb
∞

Φ(t, x). Do đó, bài toán (4.1)-

(4.2) là ổn định Hyers-Ulam-Rassias kiểu 2. Định lý được chứng minh.

4.2. Tính ổn định Lyapunov

Trong phần này, chúng tôi nghiên cứu bài toán

C
gHDqu(t, x) = f(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ Ωb∞ = [0,∞)× [0, b] (4.1)

u(t, 0) = η1(t), t ∈ [0,∞), u(0, x) = η2(x), x ∈ [0, b] (4.2)

với giả thiết f : Ωb∞ × C(Ωb∞, E) → E, f(t, x, 0̂) ≡ 0̂, η1 ∈ C([0,∞), E), η2 ∈

C([0, b], E) là các hàm cho trước sao cho các hiệu η1(t) ⊖H η1(0), η2(x) ⊖H
η1(0) tồn tại với mọi t ≥ 0, x ∈ [0, b] và η1(0) = η2(0) = u(0, 0).

Trong trường hợp này, số mờ 0̂ được gọi là một điểm cân bằng của hệ động

lực được xác định bởi phương trình (4.1).

Định nghĩa 4.7. Điểm cân bằng 0̂ của bài toán (4.1)-(4.2) được gọi là ổn

định theo biến t nếu với mọi ε > 0, tồn tại δ > 0 sao cho nếu

d∞(η1(t), 0̂) < δ, t ≥ 0, d∞(η2(x), 0̂) < δ, x ∈ [0, b]

thì tất cả các nghiệm u(t, x) của bài toán (4.1)- (4.2) thỏa mãn

d∞(u(t, x), 0̂) < ε với mọi (t, x) ∈ Ωb∞.

Để chứng minh tính ổn định của bài toán (4.1)- (4.2), ta giả sử hàm f thỏa

mãn điều kiện
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(G′
3) Tồn tại β > 1 sao cho

d∞(f(t, x, ϕ1(t, x)), f(t, x, ϕ2(t, x))) ≤ L(t+ 1)−βd∞(ϕ1(t, x), ϕ2(t, x))

với mọi ϕ1, ϕ2 ∈ C(Ωb∞, E), (t, x) ∈ Ωb∞ và xét bổ đề sau

Bổ đề 4.1. [49] Giả sử r(t, x), a(t, x) và b(t, x) là các hàm số thực liên tục

không âm xác định với mọi t, x ∈ R+. Nếu

r(t, x) ≤ a(t, x) +

∫ t

0

∫ x

0

b(s, z)r(s, z)dzds, t, x ∈ R+

thì

r(t, x) ≤ max
(s,z)∈[0,t]×[0,x]

a(s, z) exp
(∫ t

0

∫ x

0

b(s, z)dzds
)

với mọi t, x ∈ R+.

Định lí 4.3. Giả sử f ∈ C(Ωb∞ × C(Ωb∞, E), E) và các giả thiết (G′
3), (G5)

(trang 80) được thỏa mãn. Khi đó, điểm cân bằng 0̂ của bài toán là ổn định.

Chứng minh. Theo giả thiết (G′
3), tồn tại β > 1 sao cho

d∞(f(t, x, u(t, x)), f(t, x, v(t, x))) ≤ L(t+ 1)−βd∞(u(t, x), v(t, x))

với mọi (t, x) ∈ Ωb∞. Điều này suy ra

d∞(f(t, x, u(t, x)), f(t, x, v(t, x))) < Ld∞(u(t, x), v(t, x)), t ≥ 0, x ∈ [0, b].

Do đó, điều kiện (G3) được thỏa mãn. Theo Định lý 3.4, với mỗi điều kiện

ban đầu (4.2), phương trình (4.1) có duy nhất nghiệm tích phân kiểu 1 trên

Ωb∞.

Giả sử u(t, x) là một nghiệm tích phân kiểu 1 của bài toán. Từ tính chất

ii) của metric d∞ trong Mệnh đề 1.3 và giả thiết (G′
3), ta có

d∞(u(t, x), 0̂) ≤ d∞(ψ(t, x), 0̂) + d∞(RLF Iq0+f(t, x, u(t, x)), 0̂)

≤ d∞(ψ(t, x), 0̂)

+
L

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1(s+ 1)−βd∞(u(s, z), 0̂)dzds.
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Áp dụng Bổ đề 4.1, ta nhận được

d∞(u(t, x),0̂) ≤ max
(s,z)∈[0,t]×[0,x]

d∞(ψ(s, z), 0̂)

× exp
( L

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

∫ x

0

(t− s)q1−1(x− z)q2−1(s+ 1)−βdzds
)
.

Mặt khác, ta có∫ t

0

(t− s)q1−1(s+ 1)−βds

=

∫ t
2

0

(t− s)q1−1(s+ 1)−βds+

∫ t

t
2

(t− s)q1−1(s+ 1)−βds

≤
( t
2

)q1−1
∫ t

2

0

(s+ 1)−βds+
( t
2
+ 1

)−β ∫ t

t
2

(t− s)q1−1ds

≤
( t
2

)q1−1 1−
( t
2
+ 1

)1−β

β − 1
+
( t
2
+ 1

)−β

( t
2

)q1−1

q1
(4.15)

với β > 1.

Hơn nữa, với mọi t ≥ 0, β > 1, q1 ∈ (0, 1), dễ thấy rằng

1−
( t
2
+ 1

)1−β

β − 1
≤ 1

1− q1

( t
2

)1−q1
. (4.16)

Kết hợp (4.15) và (4.16), ta được∫ t

0

(t− s)q1−1(s+ 1)−βds ≤ 1

1− q1
+

1

q1
, với β > 1. (4.17)

Từ đó suy ra

d∞(u(t, x), 0̂) ≤ max
(s,z)∈[0,t]×[0,x]

d∞(ψ(s, z), 0̂)e
Lbq2

Γ(q1)Γ(q2+1)

(
1

1−q1
+ 1

q1

)
.

Như vậy với mọi ε > 0, tồn tại δ = εe
− Lbq2

Γ(q1)Γ(q2+1)

(
1

1−q1
+ 1

q1

)
> 0, sao cho các

hàm η1, η2 thỏa mãn

max
s∈[0,t]

d∞(η1(s), 0̂) <
δ

3
và max

z∈[0,x]
d∞(η2(z), 0̂) <

δ

3
.
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Điều này có nghĩa

max
(s,z)∈[0,t]×[0,x]

d∞(ψ(t, x), 0̂) ≤ max
s∈[0,t]

d∞(η1(s), 0̂) + max
z∈[0,x]

d∞(η2(z), 0̂)

+ d∞(η1(0), 0̂) < δ.

Khi đó, ta được d∞(u(t, x), 0̂) < ε, ∀ (t, x) ∈ Ωb∞. Vậy điểm cân bằng 0̂ của

bài toán (4.1)- (4.2) là ổn định.

4.3. Một số ví dụ minh họa

Ví dụ 4.1. Xét phương trình đạo hàm riêng hyperbolic mờ bậc phân số sau

C
gHDqu(t, x) =

1

et+x+5 + t+ 2
u(t, x), (t, x) ∈ Ω3

∞ = [0,∞)× [0, 3] (4.18)

với điều kiện biên địa phương

u(t, 0) = (t+ 1)C, t ∈ [0,∞), u(0, x) = exC, x ∈ [0, 3] (4.19)

trong đó q = (q1, q2) ∈ [0, 1)× [0, 1) và C là một số mờ.

Với mọi (t, x) ∈ Ω3
∞, ta đặt

f(t, x, u(t, x)) =
1

et+x+5 + t+ 2
u(t, x).

Khi đó, dễ thấy rằng

d∞(f(t, x, u(t, x)), f(t, x, v(t, x))) ≤ 1

e5 + 2
d∞(u(t, x), v(t, x))

và f(t, x, 0̂) = 0̂. Do đó, f thỏa mãn giả thiết (G3) và (G4). Hơn nữa, với mọi

(t, x) ∈ Ω3
∞, ta có

d∞(u(t, 0), 0̂) ≤ etd∞(C, 0̂) và d∞(u(0, x), 0̂) ≤ e3d∞(C, 0̂).

Như vậy, điều kiện (G5) được thỏa mãn với M5 = d∞(C, 0̂),M6 = e3d∞(C, 0̂)

và c5 = 1. Theo Định lý 3.4, bài toán (4.18) -(4.19) có duy nhất một nghiệm
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tích phân kiểu 1 trên Ω3
∞. Thêm vào đó, theo Định lý 4.1, bài toán (4.18)-(4.19)

là ổn định Hyers-Ulam kiểu 1.

Mặt khác, nếu ta chọn Φ(t, x) = (t + 1)−aebx, a > 1, b > 0, với mọi

(t, x) ∈ Ω3
∞, thì ta có

RLIqΦ(t, x) =
1

Γ(q1)Γ(q2)

∫ t

0

(t− s)q1−1(s+ 1)−ads

∫ x

0

(x− z)q2−1ebzdz.

Từ chứng minh Bổ đề 3.1, ta suy ra với ε > 0 tùy ý, tồn tại C > 0 sao cho∫ x

0

(x− z)q2−1ebzdz ≤ ebx

q2

[
2
( C

b
1

1+ε

) q2
2

+
1

b

( C

b
1

1+ε

)q2]
.

Hơn nữa, theo (4.17), ta có đánh giá∫ t

0

(t− s)q1−1(s+ 1)−ads <
1

1− q1
+

1

q1
.

Do đó, ta có

RLIqΦ(t, x)

≤ 1

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)(1− q1)

[
2
( C

b
1

1+ε

) q2
2

+
1

b

( C

b
1

1+ε

)q2]
(t+ 1)aΦ(t, x).

Như vậy, tồn tại

mΦ =
1

Γ(q1 + 1)Γ(q2 + 1)(1− q1)

[
2
( C

b
1

1+ε

) q2
2

+
1

b

( C

b
1

1+ε

)q2]
> 0

và ν = a sao cho RLIqΦ(t, x) ≤ mΦe
νtΦ(t, x). Điều này chứng tỏ Φ thỏa mãn

điều kiện (4.13). Theo Định lý 4.2, bài toán (4.18) -(4.19) là ổn định Hyers-

Ulam-Rassias kiểu 1 theo Φ(t, x) = (t+ 1)−aebx, a > 1, b > 0, (t, x) ∈ Ω3
∞.

Ví dụ 4.2. Xét phương trình đạo hàm riêng hyperbolic mờ bậc phân số

C
gHDqu(t, x) = (t+ 1)−2(ex + x3 + 3)u(t, x), (t, x) ∈ Ω2

∞ = [0,+∞)× [0, 2]

(4.20)

với điều kiện biên địa phương

u(t, 0) = (2t+ 1)C, t ∈ [0,+∞), u(0, x) = (x2 + 2x+ 2)C, x ∈ [0, 2]. (4.21)

trong đó q = (q1, q2) ∈ [0, 1)× [0, 1), C là một số mờ.
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Đặt f(t, x, u(t, x)) = (t+ 1)−2(ex + x3 + 3)u(t, x), ∀(t, x) ∈ Ω2
∞. Dễ thấy,

với u ∈ C(Ω2
∞, E), f(t, x, u(t, x)) là một hàm liên tục và bài toán (4.20)-(4.21)

thỏa mãn điều kiện (G′
3) với β = 2, L = e2 + 11.

Hơn nữa, vì η1(t) = (2t+1)C, η2(x) = (x2+2x+2)C, với mọi (t, x) ∈ Ω2
∞

nên ta có điều kiện (G5) thỏa mãn với M5 = d∞(C, 0̂), c5 = 2 và M6 =

10d∞(C, 0̂).

Do đó, theo Định lý 4.3, điểm cân bằng 0̂ của bài toán (4.20)-(4.21) là ổn

định.

Kết luận Chương 4

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu hai kiểu ổn định của bài toán biên

địa phương đối với phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân

số dưới tính khả vi gH-Caputo:

1) Tính ổn định Ulam (Định lý 4.1 và Định lý 4.2).

2) Tính ổn định Lyapunov (Định lý 4.3).

Mặc dù, các kết quả về tính hút, tính ổn định tiệm cận theo nghĩa Lyapunov

của các bài toán phương trình vi phân đạo hàm riêng trong giải tích cổ điển là

khá phong phú, các kết quả này khi được xét trên không gian các số mờ còn

rất hạn chế và là bài toán mở cần được nghiên cứu.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Các kết quả đạt được

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu bài toán biên đối với phương trình

hyperbolic mờ có trễ và bài toán biên đối với phương trình đạo hàm riêng mờ

dạng hyperbolic bậc phân số. Luận án đạt được các kết quả sau:

1) Định nghĩa được hai loại nghiệm tích phân tương ứng với hai kiểu đạo

hàm Hukuhara suy rộng của hàm hai biến giá trị số mờ của bài toán biên

địa phương cho phương trình hyperbolic mờ có trễ. Chứng minh được sự

tồn tại và duy nhất của từng loại nghiệm tích phân mờ của bài toán biên

địa phương cho phương trình hyperbolic mờ có trễ trong miền bị chặn

và miền vô hạn.

2) Xây dựng khái niệm tích phân Riemann - Liouville cho hàm hai biến giá

trị mờ và chứng minh tính đúng đắn của định nghĩa thông qua việc sử

dụng Định lý Stacking. Từ đó đưa ra khái niệm về đạo hàm gH-Caputo

cùng nhiều ví dụ minh họa.

3) Đặt bài toán biên địa phương cho phương trình đạo hàm riêng mờ dạng

hyperbolic bậc phân số dưới tính khả vi gH-Caputo. Định nghĩa hai loại

nghiệm tích phân tương ứng với hai kiểu đạo hàm gH-Caputo của bài

toán. Chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán biên địa

phương cho phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân

số trong trường hợp vế phải Lipschitz. Khi vế phải không Lipschitz, sử

dụng một phiên bản của Định lý Schauder trong không gian metric nửa



104

tuyến tính, chúng tôi chứng minh được sự tồn tại nghiệm của bài toán

trên miền bị chặn.

4) Với các điều kiện bổ sung của vế phải và điều kiện biên, chúng tôi chứng

minh được một số tính chất định tính của nghiệm của bài toán biên địa

phương cho phương trình đạo hàm riêng mờ dạng hyperbolic bậc phân

số trong miền vô hạn:

• Tính ổn định Ulam.

• Tính ổn định Lyapunov.

2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đã đạt được trong luận án, một số vấn đề mở liên

quan cần được tiếp tục nghiên cứu:

• Nghiên cứu phương trình đạo hàm riêng mờ bậc phân số có trễ.

• Nghiên cứu bài toán biên không địa phương của phương trình đạo hàm

riêng mờ bậc phân số.

• Nghiên cứu phương trình đạo hàm riêng mờ ngẫu nhiên.

• Nghiên cứu phương trình tiến hóa mờ bằng phương pháp nửa nhóm.
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